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Les S.L.C.I

Défini.ons
Equa.on différen.elle et fonc.on de transfert

Stabilité
Réponses temporelles

Réponses fréquen.elles de filtres

Système linéaire

e(t) Σ⎯ →⎯ s(t)

e1(t)
Σ⎯ →⎯ s1(t)

e2 (t) Σ⎯ →⎯ s2 (t)
  alors α1e1(t)+α2e2 (t) Σ⎯ →⎯ α1s1(t)+α2s2 (t)

On associe à un système physique ∑ un opérateur qui, à 
un signal d'entrée temporel e (t) associe s (t). 

Un système est linéaire  si la réponse à une combinaison linéaire 
d’entrées est la combinaison linéaire des sor7es (les entrées étant 
prises séparément). 



30/08/2022

2

Exemples de non-linéarités

s

e

courbure

s s

e e

saturation seuil

s

e

s

e

hystérésis (jeu) commutateur tout−ou−rien

Fig. 1.1 – Exemple de non linéarités.
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relais avec seuil et hystérésis relais avec hystérésis

Fig. 1.2 – Combinaisons de non linéarités.
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Système con,nu

si ∀p ep (t)
Σ⎯ →⎯ sp (t)   alors e(t) ≡ lim

p→∞
ep (t)

Σ⎯ →⎯ s(t) ≡ lim
p→∞

sp (t)

Conséquence intéressante  : Ce5e qualité induit la propriété de convergence : si une suite de signaux 
d’entrée converge vers un signal limite alors la réponse du système à ce signal limite est nécessairement la 
limite de la suite des signaux réponses aux entrées de ce5e suite. Ce qui s’écrit sous la forme mathéma,que :

A5en,on ! : Cela concerne les paramètres caractérisant le comportement du système 
et non a priori les signaux d’entrée et de sor,e. 

Par exemple, il ne peut y avoir de divergence ou de bifurca,on de comportement autour d’une 
valeur d’amplitude d’entrée donnée ou à un instant donné. Ainsi des signaux légèrement 
différents en forme et amplitude en entrée donneront des sor9es de forme et d’amplitude 
voisine.

Un système est con,nu si toutes les grandeurs qui définissent 
son état sont des grandeurs con,nues.

En pra,que, ce sont des systèmes des,nés à recevoir et traiter des signaux définis à 
tout instant (fonc,ons d’une échelle de temps con,nue) et qui res,tueront en sor,e 
des signaux ayant ce5e même propriété. (par opposi,on aux systèmes traitant des 
données numérisées intrinsèquement discon,nues : listes)

Système invariant dans le temps
Un système est invariant si une transla0on dans le temps de la 
grandeur d’entrée induit la même transla0on dans le temps de 
la grandeur de sor0e. 

e(t) Σ⎯ →⎯ s(t)⇒ e(t + τ ) Σ⎯ →⎯ s(t + τ )
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Applica'on 
à l’écriture complexe d’un signal

Système stable

Un système est stable si sa réponse à une excita6on bornée 
reste également bornée à tout instant.

Une défini6on équivalente est qu’un système est stable si la 
réponse libre du système tend vers zéro lorsque t tend vers 
l’infini. 

(la réponse (ou régime) libre est l’évolu5on temporelle de la sor5e lorsque l’entrée est 
nulle à chaque instant : l’évolu5on ultérieure dépend de l’état ini5al de la sor5e et de la 
fonc5on de transfert du système)

si e(t) = 0 ∀t    alors lim
t→∞

s(t) = 0

Défini&on (trop) générale
(ou défini5on BIBO : Bonded Input=> Bounded Output)
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Système régi par une EDL

L'opérateur (appliqué à l'entrée) associé à ce5e équa6on 
différen6elle est une combinaison linéaire d'opérateurs linéaires 
(la dériva6on est un opérateur linéaire). 

a0 .e(t)+ ai
i=1

n

∑ .∂
ie
∂t i

= b0 .s(t)+ bi
i=1

n

∑ .∂
is
∂t i

Les signaux sinusoïdaux sont appelés fonc4ons isomorphes des systèmes 
linéaires : une entrée purement sinusoïdale donne au travers un système 
linéaire un signal de sor4e de lui-même purement sinusoïdal. 

Fonc%on de transfert

Cas de l’équa%on différen%elle précédente :

H j.ω( ) ≡ s(t)
e(t)

= S
E

   avec s(t)=S.e jωtet e(t)=E.e jωt

H ( jω ) =
ai

i=0

n

∑ . j.ω( )i

bi
i=0

n

∑ . j.ω( )i

Décomposi%on en Gain (module) et Phase (argument) :

H ( jω ) = G(ω ).e jϕ (ω ) G(ω ) ≡ S
E
= H (ω )

ϕ(ω ) ≡ ϕ s −ϕe = arg H (ω )( )
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Nota%on de Laplace

En électronique nous ne rencontrerons quasiment que des fonc%ons de transfert dont 
le degré du numérateur est inférieur au degré du dénominateur et l’on pourra ainsi 
dans la plupart des cas décomposer la fonc%on de transfert en éléments simples. Ce 
qui donnera une forme de type :

On assimilera par commodité le p de Laplace au      de Fourier, pourtant, 
pour des raisons de nécessaire convergence des intégrales de Laplace, p 
doit généralement avoir une par%e réelle  : 

H p( ) ≡ s(t)
e(t)

= S(p)
E(p)

H (p) = A + B
Cp + D

+ Ep + F
Ip2 + Jp + K

jω

p = a + jω

Critère de stabilité d’un S.L.C.I

Un S.L.I  de  fonc-on de transfert 
est stable si : 

- on a deg(N(p)) ≤ deg(D(p)), 
- les pôles de D(p) sont à par-e réelle néga-ve.

H p( ) ≡ s(t)
e(t)

= S(p)
E(p)

= N(p)
D(p)

H (p) = A.
p − z1( ). p − z2( ).... p − zm( )
p − p1( ). p − p2( ).... p − pn( )Pôles et Zéros :

Critère de ROUTH
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Transmi(ances d’ordre 1

Critère de stabilité d’un S.L.C.I
• Systèmes d’ordre 1 :

Dénominateur 1+τ p
⇒  équa diff régime libre : s(t)+τ ds

dt
= 0

⇒  solution de type : s(t) = s(0+ ).e
− t
τ

système stable si τ > 0 :  convergence vers 0 par exponentielle décroissante ∀t ≥ 0
système instable si τ < 0 :  divergence  par exponentielle croissante ∀t ≥ 0

Rq : On aurait pu présenter le dénominateur sous la forme : −1−τ '.p
On re<endra donc la règle de stabilité d’un premier ordre par des coefficients de 
même signe dans une présenta<on polynômiale du dénominateur de Laplace :

D(p) = b0 + b1.p :  stable si b0  et b1  de même signes
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Critère de stabilité d’un S.L.C.I
• Systèmes d’ordre 2 :

Dénominateur de Laplace : 1+ 2στ p +τ 2p2

⇒  équa diff régime libre : d
2s(t)
dt 2 +α .ds(t)

dt
+ β.s(t) = 0

⇒  équa caractéristique : r2 +α .r + β = 0

discriminant : Δ=α 2 − 4β   avec  α  et β  réels

Plaçons-nous alors dans un cas général ne préjugeant pas des signes des coefficients 
(si ce n’est le caractère non nul de b2) :

Forme généralisée du dénominateur :b0 + b1p + b2p
2  

ou b0 + b1p + b2p
2

b2

= b0

b2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ b1

b2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
p + p2 = p2 +α p + β
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Critère de stabilité d’un S.L.C.I
• Systèmes d’ordre 2 :

Dénominateur de Laplace : β +α p + p2

1er cas :  

β < 0 ⇒Δ =α 2 − 4β > 0 ⇒ 2 racines réelles dont une positive !

r2 =
−α + α 2 − 4β( )

2
> 0

La sortie solution s(t) = λ1e
r1t + λ2e

r2t  divergera nécessairement pour t →∞ !
Dans ce cas le système est INSTABLE

(ce cas ne nous arrivera quasiment jamais car : β= b0

b2

= 1
τ 2 > 0 car τ  réel)

Critère de stabilité d’un S.L.C.I
• Systèmes d’ordre 2 :

2eme cas :  

β > 0 ⇒
α 2 > 4β
α 2 = 4β
α 2 < 4β

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

Δ =α 2 − 4β > 0
Δ = 0
Δ < 0

2.1( )
2.2( )
2.3( )

r
1
2

=
−α ± α 2 − 4β( )

2
< 0 deux racines réelles pour le 2.1( ) négatives si α > 0 ⇒ STABLE

positives si α < 0 ⇒ INSTABLE

rdouble =
−α
2

< 0 une racine double pour le 2.2( )  négative si α > 0 ⇒ STABLE
positive si α < 0 ⇒ INSTABLE

r
3
4

=
−α ± j. 4β −α 2( )

2
 deux racines complexes pour le 2.3( ) dont la partie réelle est négative si α > 0 ⇒ STABLE

dont la partie réelle est positive si α < 0 ⇒ INSTABLE

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
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Critère de stabilité d’un S.L.C.I
• Systèmes d’ordre 2 :

On re;endra donc la règle de stabilité d’un second ordre par des coefficients de 
même signe dans une présenta;on polynômiale du dénominateur de Laplace :

D(p) = b0 + b1.p + b2.p2 :  stable si b0,b1et b2  de même signes

Conclusion

Un SLCI  du second ordre et de dénominateur de Laplace 
est stable si et seulement si les coefficients                  sont posi;fs   

β +α p + p2
α  et  β

Interpréta)on énergé)que de la stabilité
Appliquée au signal de sor1e consécu1f à un régime libre, nous pouvons associer la 
condi1on de stabilité d’un système d’ordre 2 à la déperdi1on progressive « d’énergie » 
E∑(s(t)) du système ∑ qui n’est plus alimenté et siège d’un signal s(t). On peut définir 
ceGe forme générale d’ « énergie » à une constante mul1plica1ve près :

 
EΣ (s(t)) ≡ K .

1
2
!s t( )2 + ω 0

2

2
s t( )2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

(Montrez que dans le cas par2culier d’un circuit RLC ce8e expression correspond bien à l’énergie 
électrique du système  complet (si s(t) est la tension aux bornes du condensateur alors K=LC2))

Le dénominateur de Laplace 1+ 2στ p +τ 2p2 correspond à l’équation différentielle :

 

d 2s
dt 2

+ 2σ
τ
!s(t)+ 1

τ 2
s(t) = 0 que l’on mul1plie par 

Pour faire apparaître :

 

d 2s
dt 2
!s(t)+ 1

τ 2
s(t)!s(t) = − 2σ

τ
!s(t)( )2

d EΣ s(t)( )
K

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

dt
= − 2σ

τ
!s(t)( )2
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Nous ne rencontrerons finalement des situa1ons d’instabilité en 

électronique qu’en incorporant un composant ac1f apportant une énergie 

supérieure aux pertes (cas de l’ALI traité dans le chapitre suivant (réalisant 

par exemple une « résistance néga1ve » ))

Interpréta)on énergé)que de la stabilité

 

d EΣ s(t)( )
K

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

dt
= − 2σ

τ
!s(t)( )2

En revenant aux nota1ons de la démonstra1on précédente : α = 2σ
τ

  et  β = 1
τ 2 > 0

On comprend que le cas               donnerait une énergie décroissante lors d’un régime libre

Alors que               donnerait une énergie croissante lors de ce régime libre.

α > 0

α < 0

Dans le cas d’un circuit ne contenant que des éléments passifs, le système est nécessairement 

stable               . La seule excep1on serait le cas               (circuit LC par exemple) mais ce n’est 

qu’une fron1ère ne correspondant jamais à une situa1on physique réelle.

α > 0 α = 0

Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponse Indicielle

Signal échelon de tension : 
   e(t) = E0.u(t)
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Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponse Indicielle

    
H(p) =

τ.p
1 + τ.p

⇔ s(t) + τ.
ds(t)
dt

= τ.
de(t)
dt

Exemple d’un filtre passe-haut du premier ordre  :

avec 
   e(t) = E0.u(t) soit 

   

de(t)
dt

= 0 pour t < 0 et t > 0

    
soit pour t>0 : s(t) + τ.

ds(t)
dt

= 0 ⇔ s(t) = s(0+).exp(−
t
τ
)

Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponse Indicielle

Signaux finis => relation entre les discontinuités de e(t) et s(t)

    
s(t) + τ.

ds(t)
dt

= τ.
de(t)
dt

    
⇒ s(t)dt

0−

0+

∫ + τ. s(0+)− s(0−)⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥ = τ. e(0+)−e(0−)⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

Ainsi si s(t) est finie, les discontinuités de e(t) et s(t) sont égales

Soit, si s(0-)=0, s(0+)=E0 et donc 
    
s(t) = E0.exp(−

t
τ
) pour t>0

Exemple d’un filtre passe-haut du premier ordre  :
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Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponse à un signal d’énergie finie

Transformée de Laplace d’un signal

    

E p( ) = TL e(t)⎡⎣ ⎤⎦ p( ) ≡ e(t).e−pt dt
0−

+∞

∫   avec p = α + jω

On obtient donc la réponse filtrée par la transformée de Laplace inverse :

    
s t( ) = TL

−1
S(p)⎡⎣ ⎤⎦ t( ) ≡ 1

2jπ
H p( ).E p( ).ept

dp

−∞

+∞

∫
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Réponses temporelles des S.L.C.I.
Réponse à un signal d’énergie finie

Propriétés de la transformée de Laplace

Réponses temporelles des S.L.C.I.
Réponse à un signal d’énergie finie

Transformées de Laplace de signaux fondamentaux
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Réponses temporelles des S.L.C.I.
Réponse à un signal d’énergie finie

Transformées de Laplace de signaux fondamentaux

Réponses temporelles des S.L.C.I.
Réponse à un signal d’énergie finie

Propriétés de la transformée de Laplace
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Réponses temporelles des S.L.C.I.

Application de la TL à ce cas élémentaire

    
s(t) + τ.

ds(t)
dt

= τ.
de(t)
dt
⇔ H(p) =

τ.p
1 + τ.p

Retrouvons la réponse indicielle d’un passe-haut du 1er ordre :

   
avec l'échelon de tension : e(t) = E0.u(t)⇔ E(p) =

E0

p

    

soit  S(p) = H(p)E(p) =
E0

p
.
τp

1 + τp
= E0.

1
1
τ

+ p

dont la transformée de Laplace inverse donne :

s(t) = E0.e
−

t

τ .u(t)

Réponses temporelles des S.L.C.I.
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Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponse à un signal d’énergie finie

Transformée de Fourier d’un signal

    
E ω( ) = TF e(t)⎡⎣ ⎤⎦ ω( ) ≡ e(t).e−jωt dt

−∞

+∞

∫

On peut alors démontrer la transformée de Fourier inverse :

    
e(t) = TF−1 E ω( )⎡⎣ ⎤⎦ t( ) ≡ 1

2π
E ω( ).e jωt dω

−∞

+∞

∫

   E(ω) est le spectre (a priori continu) du signal e(t)

Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponse à un signal d’énergie finie

Transformée de Fourier d’un signal filtré

    
E ω( ) = TF e(t)⎡⎣ ⎤⎦ ω( ) ≡ e(t).e−jωt dt

−∞

+∞

∫
On ob5ent alors le signal filtré par :

    
s(t) = TF

−1
S ω( )⎡⎣ ⎤⎦ t( ) ≡ 1

2π
H jω( )E ω( ).e jωt

dω
−∞

+∞

∫

    

H(jω) est la fonction de transfert du filtre

H(jω) =
S ω( )
E ω( )

Après avoir déterminé la TF du signal d’entrée:
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Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponse Indicielle

Exemple d’un filtre passe-bas du second ordre  :

    
H(p) =

1

1 + 2στp + τ2
p

2
⇔ s(t) + 2στ.

ds(t)
dt

+ τ2.
d

2
s(t)

dt
2

= e(t)

SGEASM=SPEASM+SGESSM
SPEASM (pour t>0) : s(t)=E0

SGESSM : recherche des racines de l’équation caractéristique :

    

τ2.
d2s(t)

dt2
+ 2στ.

ds(t)
dt

+ s(t) = 0

r 2 +
2σ
τ

.r +
1

τ2
= 0

Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponse Indicielle

Exemple d’un filtre passe-bas du second ordre  :

    

r 2 +
2σ
τ

.r +
1

τ2
= 0 ⇒ Δ ' =

σ
τ

⎛

⎝
⎜⎜⎜
⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

2

−
1

τ2
=
σ2 − 1

τ2

r = −
σ
τ

±
σ2 − 1

τ2

    

σ et τ  réels positifs :

- si σ > 1 :
σ2 − 1

τ2
> 0  et les deux racines sont réelles

SGESSM(t) = exp −
σ.t
τ

⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟. λ.exp +

σ2 − 1

τ2
.t

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟⎟
+ µ.exp −

σ2 − 1

τ2
.t

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟⎟

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟⎟
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Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponse Indicielle

Exemple d’un filtre passe-bas du second ordre  :

    

r 2 +
2σ
τ

.r +
1

τ2
= 0⇒ Δ ' =

σ
τ

⎛

⎝
⎜⎜⎜
⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

2

−
1

τ2
=
σ2 −1

τ2

r = −
σ
τ

±
σ2 −1

τ2

    

σ et τ  réels positifs :
- si σ = 1 : racine double

SGESSM(t) = α + β.t( )exp −
t
τ

⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

Réponses temporelles des S.L.C.I.

Réponse Indicielle

Exemple d’un filtre passe-bas du second ordre  :

    

r 2 +
2σ
τ

.r +
1

τ2
= 0 ⇒ Δ ' =

σ
τ

⎛

⎝
⎜⎜⎜
⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

2

−
1

τ2
=
σ2 − 1

τ2

r = −
σ
τ

±
σ2 − 1

τ2

    

σ et τ  réels positifs :
- si σ < 1 :  les racines sont complexes

SGESSM(t) = exp −
σt
τ

⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟. A.exp j.

1− σ2

τ2
.t

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟⎟
+ B.exp −j.

1− σ2

τ2
.t

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

ou SGESSM(t) = S0 exp −
σt
τ

⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟. sin Ω.t + ϕ( )⎡⎣ ⎤⎦   avec Ω=

1− σ2

τ
= ω0. 1− σ2( )
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σ = 0.2
τ = 1

   

σ = 0.02
τ = 1
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σ = 1
τ = 1

   

σ = 1.2
τ = 1
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Paramètres caractéris-ques de la réponse
• Temps de réponse à 5% : C’est le temps nécessaire pour 

que la sortie du système évolue jusqu’à ce que son écart à la 
valeur finale soit définitivement inférieur à 5 % de l’écart entre 
la valeur initiale et la valeur finale.
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Paramètres caractéris-ques de la réponse
• Dépassement : C’est le pourcentage maximum d’écart à la 

valeur finale hors intervalle [ valeur initiale-valeur finale].

    
D(σ) = exp

−σπ

1− σ2

⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

    

σ D( ) =
1

1 +
π

Ln(D)

⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

2
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Détermina*on du temps caractéris*que
   
τ ≡

1
ω0

Abaque du temps réduit

fonc*on de l’amor*ssement
    
tr (5%,σ) ≡

t5%

τ
= ω0.t5%

 σ

Pour obtenir le temps 

    
τ =

t5%

tr 5%,σ( )

Pseudo-période et décrément logarithmique

    

Tp ≡
2.π
Ω
≡

2.π

ω0. 1− σ2
    
δ ≡

1
n

.Ln
s(t)−E0

s(t + nTp )−E0

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟⎟

=
σ.Tp

τ

   
Tp  0.021s

     
δ ≡

1
1
.Ln

0.235
0.015

⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟  2.75

    
δ =

2πσ

1− σ2
⇔ σ =

δ

4π2 + δ2
 0.40

     
τ =

σ.Tp

δ
 0.003s = 3ms
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Réponses temporelles des S.L.C.I.

Application de la TL à un cas plus complexe

    

H(p) =
2.σ.τ.p

1 + 2.σ.τ.p + p
2.τ2

=

τ.p
Q

1 +
τ.p
Q

+ p
2.τ2

Réponse d’un passe-bande à un démarrage de GBF en signal cosinusoïdal
démarrant à l’instant zéro

Réponses temporelles des S.L.C.I.

Application de la TL à un cas plus complexe

Réponse d’un passe-bande à un démarrage de GBF en signal cosinusoïdal

Maple™ calcule :

et trace ceCe réponse temporelle s(t) pour  
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Réponses temporelles des S.L.C.I.

En superposant l’excitation et la réponse (x10), on peut observer le 
régime transitoire puis le régime permanent (qui sera généralement 

le seul auquel nous nous intéresserons).



Réponse fréquentielle 
des filtres fondamentaux

à un signal périodique

Soit f une fonction T-périodique et continue par morceaux. 

Soit ω ≡ 2π
T

sa pulsation fondamentale 

On peut décomposer cette fonction de la manière suivante :

f (t) = c0 + an .cos nωt( ) + bn .sin nωt( )( )
n=1

∞

∑



École d’audioprothèse J. Bertin, Mathématiques 2e année

Introduction aux séries de Fourier.

Idée fondamentale. Représenter un signal périodique comme une somme de sinus et de cosinus.

1. Fonctions périodiques.

Définition. Soient f : R �! R une fonction et T > 0. f est T–périodique si

8t 2 R, f(t + T ) = f(t).

Si f est une fonction T–périodique, ! = 2⇡/T s’appelle la pulsation de f (⌫ = 1/T est la

fréquence de f).

Exemple. t 7�! sin t est 2⇡–périodique. Si ! > 0, t 7�! cos(!t) est 2⇡/!–périodique.

Rappelons qu’une fonction f est continue par morceaux sur [0, T ] si elle est continue sauf en un

nombre fini de points où elle possède une limite à droite et à gauche. f est C1
par morceaux si elle

est continûment dérivable sauf en un nombre fini de points où f et f 0
possèdent une limite à droite

et à gauche. Une fonction T–périodique est continue par morceaux ou C1
par morceaux si elle l’est

sur [0, T ].
Si f est une fonction T–périodique et continue par morceaux, on a

8↵ 2 R,

Z T

0
f(t) dt =

Z ↵+T

↵
f(t) dt.

En particulier pour ↵ = �T/2, Z T

0
f(t) dt =

Z T/2

�T/2
f(t) dt.

2. Coe�cients de Fourier.

2.1. Coe�cients réels. Soit f une fonction T–périodique et continue par morceaux ; ! = 2⇡/T
la pulsation associée. Les coe�cients de Fourier de f sont définies par

c0 = c0(f) =
1
T

Z T

0
f(t) dt =

1
T

Z T/2

�T/2
f(t) dt,

et pour tout entier n � 1,

an = an(f) =
2
T

Z T

0
f(t) cos(n!t) dt =

2
T

Z T/2

�T/2
f(t) cos(n!t) dt,

bn = bn(f) =
2
T

Z T

0
f(t) sin(n!t) dt =

2
T

Z T/2

�T/2
f(t) sin(n!t) dt.

Dans toute la suite T est un réel strictement positif et ! = 2⇡/T est la pulsation associée.

Toutes les fonctions considérées seront T–périodiques et continues par morceaux.

1 Université Rennes 1

c0 est la composante continue (ou moyenne temporelle) du signal

a1.cos ωt( ) + b1.sin ωt( ) est la composante (ou le mode) fondamental(e)

an .cos nωt( ) + bn .sin nωt( ) est l’harmonique de rang n



Remarque. Si f est une fonction paire – pour tout réel t, f(�t) = f(t) –, pour tout n � 1, bn(f) = 0
et

an(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) cos(n!t) dt, c0(f) =

2
T

Z T/2

0
f(t) dt.

Si f est une fonction impaire – pour tout réel t, f(�t) = �f(t) –, c0(f) = 0, pour tout n � 1,

an(f) = 0, et

bn(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) sin(n!t) dt.

Exemple. 1. Signal en escalier. Soit f la fonction T–périodique suivante :

T
2-T

2

1

-1

Fig. 1 – Signal en escalier : graphe de f

f est impaire et on a f(t) = 1 pour t 2]0, T/2[. Par suite, c0 = 0 et an = 0 pour tout n.

Calculons bn.

bn =
4
T

Z T/2

0
sin(n!t) dt =

4
T


�cos(n!t)

n!

�T/2

0

=
4

n!T
(1� cos(n!T/2)) .

Comme !T = 2⇡ et cos(n⇡) = (�1)n
, on obtient

bn =
2

n⇡
(1� (�1)n) =

(
4

n⇡ , si n est impair,

0, si n est pair.

2. Signal triangulaire. On considère la fonction g T–périodique dont le graphe est

T
2-T

2

1

Fig. 2 – Signal triangulaire : graphe de g

2

‣composante continue ? 

‣calcul des coefficients de Fourier par Maple et synthèse de Fourier 

‣calcul littéral des coefficients non-nuls

Remarque. Si f est une fonction paire – pour tout réel t, f(�t) = f(t) –, pour tout n � 1, bn(f) = 0
et

an(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) cos(n!t) dt, c0(f) =

2
T

Z T/2

0
f(t) dt.

Si f est une fonction impaire – pour tout réel t, f(�t) = �f(t) –, c0(f) = 0, pour tout n � 1,

an(f) = 0, et

bn(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) sin(n!t) dt.

Exemple. 1. Signal en escalier. Soit f la fonction T–périodique suivante :

T
2-T

2

1

-1

Fig. 1 – Signal en escalier : graphe de f

f est impaire et on a f(t) = 1 pour t 2]0, T/2[. Par suite, c0 = 0 et an = 0 pour tout n.

Calculons bn.

bn =
4
T

Z T/2

0
sin(n!t) dt =

4
T


�cos(n!t)

n!

�T/2

0

=
4

n!T
(1� cos(n!T/2)) .

Comme !T = 2⇡ et cos(n⇡) = (�1)n
, on obtient

bn =
2

n⇡
(1� (�1)n) =

(
4

n⇡ , si n est impair,

0, si n est pair.

2. Signal triangulaire. On considère la fonction g T–périodique dont le graphe est

T
2-T

2

1

Fig. 2 – Signal triangulaire : graphe de g

2

Le signal carré

Remarque. Si f est une fonction paire – pour tout réel t, f(�t) = f(t) –, pour tout n � 1, bn(f) = 0
et

an(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) cos(n!t) dt, c0(f) =

2
T

Z T/2

0
f(t) dt.

Si f est une fonction impaire – pour tout réel t, f(�t) = �f(t) –, c0(f) = 0, pour tout n � 1,

an(f) = 0, et

bn(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) sin(n!t) dt.

Exemple. 1. Signal en escalier. Soit f la fonction T–périodique suivante :

T
2-T

2

1

-1

Fig. 1 – Signal en escalier : graphe de f

f est impaire et on a f(t) = 1 pour t 2]0, T/2[. Par suite, c0 = 0 et an = 0 pour tout n.

Calculons bn.

bn =
4
T

Z T/2

0
sin(n!t) dt =

4
T


�cos(n!t)

n!

�T/2

0

=
4

n!T
(1� cos(n!T/2)) .

Comme !T = 2⇡ et cos(n⇡) = (�1)n
, on obtient

bn =
2

n⇡
(1� (�1)n) =

(
4

n⇡ , si n est impair,

0, si n est pair.

2. Signal triangulaire. On considère la fonction g T–périodique dont le graphe est

T
2-T

2

1

Fig. 2 – Signal triangulaire : graphe de g

2

‣composante continue ? 

‣calcul littéral des coefficients non-nuls

Le signal triangulaire

g est paire et on a g(t) = 1� 2
T t pour t 2 [0, T

2 ]. bn = 0 pour tout n � 1. De plus,

c0 =
2
T

Z T/2

0
(1� 2t/T ) dt = 1� 4

T 2

Z T/2

0
t dt = 1� 4

T 2

1
2

✓
T

2

◆2

=
1
2
.

Pour tout n � 1,

an =
4
T

Z T/2

0
(1� 2t/T ) cos(n!t) dt =

4
T


sin(n!t)

n!

�T/2

0

� 8
T 2

Z T/2

0
t cos(n!t) dt.

Comme !T = 2⇡ et sin(n⇡) = 0, on a

an = � 8
T 2

Z T/2

0
t cos(n!t) dt.

Faisons une intégration par parties en posant u(t) = t et v0(t) = cos(n!t) : u0(t) = 1 et v(t) =
sin(n!t)/(n!). Il vient (sin(n⇡) = 0)

�T 2

8
an = [t sin(n!t)/(n!)]T0 �

Z T/2

0
sin(n!t)/(n!) dt = 0�


�cos(n!t)

(n!)2

�T/2

0

c’est à dire, comme cos(n⇡) = (�1)n
,

an =
8

(nT!)2
(1� (�1)n) =

2
n2⇡2

(1� (�1)n) =

(
4

n2⇡2 , si n est impair,

0, sinon.

2.2. Coe�cients complexes. On note, pour tout n 2 Z,

cn = cn(f) =
1
T

Z T

0
f(t)e�in!t dt =

1
T

Z T/2

�T/2
f(t)e�in!t dt.

On retrouve bien évidemment la définition précédente de c0(f). Puisque f est une fonction réelle,

on a, pour tout n 2 Z, cn(f) = cn(f). D’autre part,

8n � 1, cn(f) =
an(f)� ibn(f)

2
, c�n(f) =

an(f) + ibn(f)
2

soit encore

8n � 1, an(f) = cn(f) + c�n(f), bn(f) = i (cn(f)� c�n(f)) .

Exemple. Signal en dents de scie. Soit h la fonction T–périodique définie par f(t) = 2
T t pour

|t| < T
2 ; le graphe de h est donné à la Fig. 3.

Déterminons les coe�cients cn de h. Puisque h est impaire, c0 = 0. Pour tout n 2 Z⇤
, une

primitive de 2te�in!t/T est de la forme (at + b)e�in!t
. En dérivant cette dernière expression on

obtient la relation

�in!(at + b) + a = 2t/T, a = 2/(�in!T ) = i/(n⇡), b = a/in! = 1/(n2!⇡)

Par conséquent, comme e�in!T/2 = ein!T/2 = (�1)n

cn =
1
T

⇥
(at + b)e�in!t

⇤T/2

�T/2
=

i(�1)n

n⇡
.

On déduit immédiatement les coe�cients an et bn : pour tout n � 1,

an = (cn + c�n) = 0, bn = i(cn � c�n) =
2(�1)n+1

n⇡
.

3



T
2-T

2

1

-1

Fig. 3 – Signal en dents de scie : graphe de h

2.3. Propriétés des coe�cients de Fourier. Soient f et g deux fonctions T–périodiques conti-

nues par morceaux, � un réel.

1. cn(f + �g) = cn(f) + �cn(g), an(f + �g) = an(f) + �an(g), bn(f + �g) = bn(f) + �bn(g) ;

2. Si f est continue sur R et C1
par morceaux, alors cn(f 0) = in!cn(f), an(f 0) = n!bn(f) et

bn(f 0) = �n!an(f) ;

3. Si g(t) = f(t� ⌧), cn(g) = e�in!⌧cn(f) ;

4. limn!+1 (|cn(f)| + |bn(f)| + |an(f)|) = 0.

La seconde propriété montre que plus la fonction f est régulière – disons pour simplifier plus

on peut calculer de dérivées successives de f – plus les coe�cients de Fourier de f tendent vers 0

rapidement.

Exemple. On peut remarquer que la fonction f – cf. Fig. 1 – est à peu près la dérivée de la fonction

g (Fig. 2). Plus précisément,

g0(t) =

(
� 2

T , si t 2]0, T/2[,
+ 2

T , pour t 2]� T/2, 0[
= � 2

T
f(t).

Comme g est continue sur R et C1
par morceaux, on a les relations

an(f) = �T

2
an(g0) = �n!T

2
bn(g) = �n⇡bn(g), bn(f) = �T

2
bn(g0) =

n!T

2
an(g) = n⇡an(g)

ce qui est cohérent avec les résultats trouvés précédemment.

On peut également remarquer que g est continue alors que f ne l’est pas : g est plus régulière

que f . Ceci se traduit sur les coe�cients de Fourier : ceux de g convergent vers 0 comme 1/n2

tandis que ceux de f le font comme 1/n donc plus lentement.

3. Série de Fourier.

3.1. Définition. Pour tout N � 1, on désigne par SN [f ] la somme partielle de Fourier d’ordre
N c’est à dire la fonction définie par

8t 2 R, SN [f ](t) = c0(f) +
NX

n=1

�
an(f) cos(n!t) + bn(f) sin(n!t)

�
.

4

‣composante continue ? 

‣Les coefficients

Le signal «dents de scie»

c0 = 0
an = 0

bn =
2 −1( )n+1
n.π

‣Synthèse sous Maple

Parité

Remarque. Si f est une fonction paire – pour tout réel t, f(�t) = f(t) –, pour tout n � 1, bn(f) = 0
et

an(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) cos(n!t) dt, c0(f) =

2
T

Z T/2

0
f(t) dt.

Si f est une fonction impaire – pour tout réel t, f(�t) = �f(t) –, c0(f) = 0, pour tout n � 1,

an(f) = 0, et

bn(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) sin(n!t) dt.

Exemple. 1. Signal en escalier. Soit f la fonction T–périodique suivante :

T
2-T

2

1

-1

Fig. 1 – Signal en escalier : graphe de f

f est impaire et on a f(t) = 1 pour t 2]0, T/2[. Par suite, c0 = 0 et an = 0 pour tout n.

Calculons bn.

bn =
4
T

Z T/2

0
sin(n!t) dt =

4
T


�cos(n!t)

n!

�T/2

0

=
4

n!T
(1� cos(n!T/2)) .

Comme !T = 2⇡ et cos(n⇡) = (�1)n
, on obtient

bn =
2

n⇡
(1� (�1)n) =

(
4

n⇡ , si n est impair,

0, si n est pair.

2. Signal triangulaire. On considère la fonction g T–périodique dont le graphe est

T
2-T

2

1

Fig. 2 – Signal triangulaire : graphe de g

2

!
Ici le choix de l’origine des temps n’a pas de signification physique !



Parité au «quart de période»

Un signal alternatif  (moyenne temporelle nulle) présentant 
autour de T/4 la parité inverse de celle observée autour de 0 

ne contiendra que des harmoniques d’entiers impairs 
(n=1,3,5,7...)

Remarque. Si f est une fonction paire – pour tout réel t, f(�t) = f(t) –, pour tout n � 1, bn(f) = 0
et

an(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) cos(n!t) dt, c0(f) =

2
T

Z T/2

0
f(t) dt.

Si f est une fonction impaire – pour tout réel t, f(�t) = �f(t) –, c0(f) = 0, pour tout n � 1,

an(f) = 0, et

bn(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) sin(n!t) dt.

Exemple. 1. Signal en escalier. Soit f la fonction T–périodique suivante :

T
2-T

2

1

-1

Fig. 1 – Signal en escalier : graphe de f

f est impaire et on a f(t) = 1 pour t 2]0, T/2[. Par suite, c0 = 0 et an = 0 pour tout n.

Calculons bn.

bn =
4
T

Z T/2

0
sin(n!t) dt =

4
T


�cos(n!t)

n!

�T/2

0

=
4

n!T
(1� cos(n!T/2)) .

Comme !T = 2⇡ et cos(n⇡) = (�1)n
, on obtient

bn =
2

n⇡
(1� (�1)n) =

(
4

n⇡ , si n est impair,

0, si n est pair.

2. Signal triangulaire. On considère la fonction g T–périodique dont le graphe est

T
2-T

2

1

Fig. 2 – Signal triangulaire : graphe de g

2

Remarque. Si f est une fonction paire – pour tout réel t, f(�t) = f(t) –, pour tout n � 1, bn(f) = 0
et

an(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) cos(n!t) dt, c0(f) =

2
T

Z T/2

0
f(t) dt.

Si f est une fonction impaire – pour tout réel t, f(�t) = �f(t) –, c0(f) = 0, pour tout n � 1,

an(f) = 0, et

bn(f) =
4
T

Z T/2

0
f(t) sin(n!t) dt.

Exemple. 1. Signal en escalier. Soit f la fonction T–périodique suivante :

T
2-T

2

1

-1

Fig. 1 – Signal en escalier : graphe de f

f est impaire et on a f(t) = 1 pour t 2]0, T/2[. Par suite, c0 = 0 et an = 0 pour tout n.

Calculons bn.

bn =
4
T

Z T/2

0
sin(n!t) dt =

4
T


�cos(n!t)

n!

�T/2

0

=
4

n!T
(1� cos(n!T/2)) .

Comme !T = 2⇡ et cos(n⇡) = (�1)n
, on obtient

bn =
2

n⇡
(1� (�1)n) =

(
4

n⇡ , si n est impair,

0, si n est pair.

2. Signal triangulaire. On considère la fonction g T–périodique dont le graphe est

T
2-T

2

1

Fig. 2 – Signal triangulaire : graphe de g

2

T
2-T

2

1

-1

Fig. 3 – Signal en dents de scie : graphe de h

2.3. Propriétés des coe�cients de Fourier. Soient f et g deux fonctions T–périodiques conti-

nues par morceaux, � un réel.

1. cn(f + �g) = cn(f) + �cn(g), an(f + �g) = an(f) + �an(g), bn(f + �g) = bn(f) + �bn(g) ;

2. Si f est continue sur R et C1
par morceaux, alors cn(f 0) = in!cn(f), an(f 0) = n!bn(f) et

bn(f 0) = �n!an(f) ;

3. Si g(t) = f(t� ⌧), cn(g) = e�in!⌧cn(f) ;

4. limn!+1 (|cn(f)| + |bn(f)| + |an(f)|) = 0.

La seconde propriété montre que plus la fonction f est régulière – disons pour simplifier plus

on peut calculer de dérivées successives de f – plus les coe�cients de Fourier de f tendent vers 0

rapidement.

Exemple. On peut remarquer que la fonction f – cf. Fig. 1 – est à peu près la dérivée de la fonction

g (Fig. 2). Plus précisément,

g0(t) =

(
� 2

T , si t 2]0, T/2[,
+ 2

T , pour t 2]� T/2, 0[
= � 2

T
f(t).

Comme g est continue sur R et C1
par morceaux, on a les relations

an(f) = �T

2
an(g0) = �n!T

2
bn(g) = �n⇡bn(g), bn(f) = �T

2
bn(g0) =

n!T

2
an(g) = n⇡an(g)

ce qui est cohérent avec les résultats trouvés précédemment.

On peut également remarquer que g est continue alors que f ne l’est pas : g est plus régulière

que f . Ceci se traduit sur les coe�cients de Fourier : ceux de g convergent vers 0 comme 1/n2

tandis que ceux de f le font comme 1/n donc plus lentement.

3. Série de Fourier.

3.1. Définition. Pour tout N � 1, on désigne par SN [f ] la somme partielle de Fourier d’ordre
N c’est à dire la fonction définie par

8t 2 R, SN [f ](t) = c0(f) +
NX

n=1

�
an(f) cos(n!t) + bn(f) sin(n!t)

�
.

4

paire / (T/4) impaire / (T/4)
aucune parité à T/4

Ne contiennent que les harmoniques 1,3,5,7...

Contient toutes les harmoniques 1,2,3,4,5,6,7...

Théorème de Parseval
Soit f une fonction T-périodique et continue par morceaux de DSF : 

f (t) = c0 + an .cos nωt( ) + bn .sin nωt( )( )
n=1

∞

∑

On montre que la moyenne quadratique de cette fonction périodique s’écrit :

f 2 ≡ 1
T

f (t)2 dt = c0
2 + an

2 + bn
2

2n=1

∞

∑
0

T

∫
Cette grandeur est proportionnelle à la puissance moyenne en physique  

(si f(t) représente l’amplitude du phénomène variable)

Ainsi on peut interpréter cette égalité comme la propriété  
(non-intuitive car les termes sont quadratiques)  

de l’additivité des puissances moyennes  
de toutes les composantes de Fourier d’un signal 

périodique
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On donne plus volontiers une représentation de chaque composante harmonique d’un signal 
périodique par son amplitude An et sa phase ϕn

Compte tenu des relations entre les coe�cients réels et complexes, on a

an(f) cos(n!t) + bn(f) sin(n!t) = cn(f)ein!t + c�n(f)e�in!t

et par suite

8t 2 R, SN [f ](t) =
NX

n=�N

cn(f)ein!t.

On introduit également la série de Fourier de f , S[f ], définie par

S[f ](t) = c0(f) +
1X

n=1

�
an(f) cos(n!t) + bn(f) sin(n!t)

�
=
X

n2Z
cn(f)ein!t.

Il s’agit d’une somme infinie et il faut donner un sens à cette écriture ; ce point sera abordé plus

tard.

Exemple. Reprenons l’exemple de la fonction g cf. Fig. 2. On a trouvé

c0 =
1
2
, et an =

4
n2⇡2

, si n impair, an = 0, sinon.

La série de Fourier de g est

S[g](t) =
1
2

+
X

n�1, impair

4
n2⇡2

cos(n!t) =
1
2

+
4
⇡2

X

p�0

1
(2p + 1)2

cos((2p + 1)!t).

3.2. Spectre. Écrivons di�éremment le terme d’ordre n de la série de Fourier de f .

an cos(n!t) + bn sin(n!t) =
p

a2
n + b2

n

 
anp

a2
n + b2

n

cos(n!t) +
bnp

a2
n + b2

n

sin(n!t)

!

c’est à dire, notant An =
p

a2
n + b2

n = 2|cn|,

an cos(n!t) + bn sin(n!t) = An

✓
an

An
cos(n!t) +

bn

An
sin(n!t)

◆

Puisque (an/An)2 + (bn/An)2 = 1, il existe un réel 'n tel que cos 'n = an/An et sin'n = bn/An.

On a alors

an cos(n!t) + bn sin(n!t) = An (cos 'n cos(n!t) + sin 'n sin(n!t)) = An cos(n!t� 'n).

On voit donc apparaître l’amplitude An, la pulsation n! et le déphasage 'n.

Le graphe n 7�! An – on trouve parfois n 7�! A2
n – s’appelle le spectre. Le spectre permet

de visualiser les termes qui comptent dans la série de Fourier : si An est grand le terme d’ordre n
compte beaucoup dans la série de Fourier ; si An est petit la contribution du terme d’ordre n est

faible.

4. Convergence de la série de Fourier.

Il s’agit d’un problème mathématique assez délicat et nous donnerons seulement deux résultats

élémentaires.

5

Malgré l’absence critique de l’information sur la phase     de chaque harmonique, on appelle 
SPECTRE fréquentiel du signal, la liste des amplitudes

ϕn

An n.ω( )

Spectre fréquentiel
Lecture du spectre complet du signal «dents de scie»
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Ce qu’il faut savoir sur les deux signaux périodiques principaux

Signal carré 
• L’amplitude du fondamental d’un signal carré est supérieur d’un facteur 4/π à celle du 
signal lui-même. 
•Il ne contient que des harmoniques impaires n=3,5,7 etc. 
•L’amplitude des harmoniques décroit en 1/n

Signal triangulaire 
• L’amplitude du fondamental d’un signal carré est inférieure d’un facteur 8/π2 à celle du 
signal lui-même. 
•Il ne contient que des harmoniques impaires n=3,5,7 etc. 
•L’amplitude des harmoniques décroit en 1/n2

Expression complexe de la DSF
Soit f une fonction réelle T-périodique et continue par morceaux,  

on peut également l’écrire avec des coefficients de Fourier complexes : 

f (t) = cn .exp
+ inωt

n=−∞

∞

∑

g est paire et on a g(t) = 1� 2
T t pour t 2 [0, T

2 ]. bn = 0 pour tout n � 1. De plus,

c0 =
2
T

Z T/2

0
(1� 2t/T ) dt = 1� 4

T 2

Z T/2

0
t dt = 1� 4

T 2

1
2

✓
T

2

◆2

=
1
2
.

Pour tout n � 1,

an =
4
T

Z T/2

0
(1� 2t/T ) cos(n!t) dt =

4
T


sin(n!t)

n!

�T/2

0

� 8
T 2

Z T/2

0
t cos(n!t) dt.

Comme !T = 2⇡ et sin(n⇡) = 0, on a

an = � 8
T 2

Z T/2

0
t cos(n!t) dt.

Faisons une intégration par parties en posant u(t) = t et v0(t) = cos(n!t) : u0(t) = 1 et v(t) =
sin(n!t)/(n!). Il vient (sin(n⇡) = 0)

�T 2

8
an = [t sin(n!t)/(n!)]T0 �

Z T/2

0
sin(n!t)/(n!) dt = 0�


�cos(n!t)

(n!)2

�T/2

0

c’est à dire, comme cos(n⇡) = (�1)n
,

an =
8

(nT!)2
(1� (�1)n) =

2
n2⇡2

(1� (�1)n) =

(
4

n2⇡2 , si n est impair,

0, sinon.

2.2. Coe�cients complexes. On note, pour tout n 2 Z,

cn = cn(f) =
1
T

Z T

0
f(t)e�in!t dt =

1
T

Z T/2

�T/2
f(t)e�in!t dt.

On retrouve bien évidemment la définition précédente de c0(f). Puisque f est une fonction réelle,

on a, pour tout n 2 Z, cn(f) = cn(f). D’autre part,

8n � 1, cn(f) =
an(f)� ibn(f)

2
, c�n(f) =

an(f) + ibn(f)
2

soit encore

8n � 1, an(f) = cn(f) + c�n(f), bn(f) = i (cn(f)� c�n(f)) .

Exemple. Signal en dents de scie. Soit h la fonction T–périodique définie par f(t) = 2
T t pour

|t| < T
2 ; le graphe de h est donné à la Fig. 3.

Déterminons les coe�cients cn de h. Puisque h est impaire, c0 = 0. Pour tout n 2 Z⇤
, une

primitive de 2te�in!t/T est de la forme (at + b)e�in!t
. En dérivant cette dernière expression on

obtient la relation

�in!(at + b) + a = 2t/T, a = 2/(�in!T ) = i/(n⇡), b = a/in! = 1/(n2!⇡)

Par conséquent, comme e�in!T/2 = ein!T/2 = (�1)n

cn =
1
T

⇥
(at + b)e�in!t

⇤T/2

�T/2
=

i(�1)n

n⇡
.

On déduit immédiatement les coe�cients an et bn : pour tout n � 1,

an = (cn + c�n) = 0, bn = i(cn � c�n) =
2(�1)n+1

n⇡
.
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Allure des « spectres » réels d’amplitudes 
par FFT à l’oscillo numérique

3 – Cours [Spectre.tex] Sciences Physiques MP

3 Tension créneau périodique

3.1 Représentation temporelle

La tension créneau périodique représentée sur la figure 5 possède la fréquence f0 = 1 kHz.

Fig. 5 – Tension créneau périodique

3.2 Représentation fréquentielle

On constate bien, comme le calcul théorique l’a montré, que le spectre de cette tension contient la fréquence du
fondamental à savoir f0 mais aussi toutes les harmoniques impaires de la forme (2n + 1)f0. On observe aussi la

décroissance de l’amplitude, elle évolue en
1

2n + 1
. Cela n’est pas perceptible sur le graphique car l’oscilloscope

qui a calculé ces spectres donne une réponse en échelle logarithmique. Voir la figure 6

Fig. 6 – Spectre de la tension créneau périodique

JR Seigne Clemenceau Nantes

Sciences Physiques MP Cours [Spectre.tex] – 4

4 Tension triangulaire périodique

4.1 Représentation temporelle

La tension triangulaire périodique représentée sur la figure 7 possède la fréquence f0 = 1 kHz.

Fig. 7 – Tension triangulaire périodique

4.2 Représentation fréquentielle

Comme pour la tension créneau, le spectre contient la fréquence du fondamental à savoir f0 mais aussi toutes
les harmoniques impaires de la forme (2n + 1)f0. La décroissance de l’amplitude est plus rapide que pour le cas

du créneau, elle évolue en
1

(2n + 1)2
. Cela n’est pas perceptible sur le graphique car l’oscilloscope qui a calculé

ces spectres donne une réponse en échelle logarithmique mais on voit quand même assez nettement la différence
avec la tension créneau. Voir la figure 8. On notera aussi la présence d’une composante à 2 kHz qui n’est pas
prévue par le calcul, elle est due à un défaut su signal qui n’est pas tout à fait triangulaire.

Fig. 8 – Spectre de la tension triangulaire périodique

JR Seigne Clemenceau Nantes
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Spectres de fréquence

1 Tension sinusöıdale

1.1 Représentation temporelle

La tension délivrée par le générateur basse fréquence est sinusöıdale de fréquence f0 = 1 kHz et de valeur crête
à crête Vpp = 1 V, voir la figure 1.

Fig. 1 – Tension sinusöıdale

1.2 Représentation fréquentielle

On peut constater que la tension délivrée par le générateur basse fréquence n’est pas de forme parfaitement
sinusöıdale du fait de la présence dans le spectre d’une composante à 2 kHz, voir la figure 2.

Fig. 2 – Spectre de la tension sinusöıdale

JR Seigne Clemenceau Nantes
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2 Tension modulée en amplitude

2.1 Représentation temporelle

La tension représentée sur la figure 3 est une tension sinusöıdale modulée en amplitude. Son expression mathé-
matique est de la forme :

u(t) = U0(1 + m cos 2πfmt) cos 2πf0t

avec fm < f0 et même fm ! f0 en général, m est le taux de modulation. Sur la représentation de la figure 3,
on a f0 = 1 kHz et fm = 100 kHz.

Fig. 3 – Tension sinusöıdale modulée en amplitude

2.2 Représentation fréquentielle

Dans le spectre de la tension modulée en amplitude, on peut voir que le spectre comporte les fréquences f0

mais aussi les fréquences f0 − fm = 0, 9 kHz et f0 + fm = 1, 1 kHz à la figure 4. L’opération multiplication
de cos 2πf0t par (1 + m cos 2πfmt) est une opération non linéaire qui modifie, comme toutes les non linéarités,
modifie le nombre et la nature des fréquences présentes par rapport au fréquence de départ qui étaient ici f0 et
fm.

Fig. 4 – Spectre de la tension sinusöıdale modulée en amplitude

JR Seigne Clemenceau Nantes
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de cos 2πf0t par (1 + m cos 2πfmt) est une opération non linéaire qui modifie, comme toutes les non linéarités,
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de cos 2πf0t par (1 + m cos 2πfmt) est une opération non linéaire qui modifie, comme toutes les non linéarités,
modifie le nombre et la nature des fréquences présentes par rapport au fréquence de départ qui étaient ici f0 et
fm.
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JR Seigne Clemenceau Nantes

1 – Cours [Spectre.tex] Sciences Physiques MP

Spectres de fréquence

1 Tension sinusöıdale

1.1 Représentation temporelle

La tension délivrée par le générateur basse fréquence est sinusöıdale de fréquence f0 = 1 kHz et de valeur crête
à crête Vpp = 1 V, voir la figure 1.

Fig. 1 – Tension sinusöıdale

1.2 Représentation fréquentielle

On peut constater que la tension délivrée par le générateur basse fréquence n’est pas de forme parfaitement
sinusöıdale du fait de la présence dans le spectre d’une composante à 2 kHz, voir la figure 2.

Fig. 2 – Spectre de la tension sinusöıdale
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2 Tension modulée en amplitude

2.1 Représentation temporelle

La tension représentée sur la figure 3 est une tension sinusöıdale modulée en amplitude. Son expression mathé-
matique est de la forme :

u(t) = U0(1 + m cos 2πfmt) cos 2πf0t

avec fm < f0 et même fm ! f0 en général, m est le taux de modulation. Sur la représentation de la figure 3,
on a f0 = 1 kHz et fm = 100 kHz.
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5 Tension dent de scie périodique

5.1 Représentation temporelle

La tension dent de scie périodique représentée sur la figure 7 possède la fréquence f0 = 1 kHz.

Fig. 9 – Tension dent de scie périodique

5.2 Représentation fréquentielle

Le spectre contient la fréquence du fondamental à savoir f0 mais aussi toutes les harmoniques de la forme nf0.
On retrouve toujours la décroissance de l’amplitude lorsque le rang n de l’harmonique augmente. Voir la figure
10.

Fig. 10 – Spectre de la tension dent de scie périodique
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6 Tension de forme proche d’une impulsion

6.1 Représentation temporelle

La tension délivrée par le générateur basse fréquence reste une tension périodique mais la durée de l’impulsion
principale étant petite devant la période, on peut - de façon relativement satisfaisante - considérer que tout se
passe comme si on avait une impulsion unique. Voir la figure 11.

Fig. 11 – Tension de forme proche de l’impulsion

6.2 Représentation fréquentielle

Le spectre de cette tension est très particulier par rapport aux cas précédents. La théorie nous a montré que le
spectre d’une impulsion de Dirac était continu et que toutes les fréquences possédait la même amplitude. C’est
ce que l’on peut observer en-dessous d’une fréquence d’environ 20 kHz. Au-delà de cette fréquence, le spectre
ne fait apparâıtre que le bruit de fond du signal. Voir la figure 12.

Fig. 12 – Spectre de la tension proche de l’impulsion
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passe comme si on avait une impulsion unique. Voir la figure 11.

Fig. 11 – Tension de forme proche de l’impulsion

6.2 Représentation fréquentielle

Le spectre de cette tension est très particulier par rapport aux cas précédents. La théorie nous a montré que le
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La tension délivrée par le générateur basse fréquence reste une tension périodique mais la durée de l’impulsion
principale étant petite devant la période, on peut - de façon relativement satisfaisante - considérer que tout se
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Expression générique d’un signal filtré

H j.ω( ) ≡ s(t)
e(t)

= S
E
= G(ω ).e jϕ (ω )  

  ainsi, si e(t)= En .e
j .n.ω0 .t

n=−∞

+∞

∑ ,  on aura en sortie du filtre

s(t)= En .G(n.ω 0 ).e j . n.ω0 .t+ϕ n.ω0( )( )
n=−∞

+∞

∑

Attention au changement de notation !! 
On garde      pour la variable pulsation 

et on note       la pulsation du fondamental
ω
ω 0



Créneau et Triangulaire filtrés par un passe-bas

Créneau et Triangulaire filtrés par un passe-haut



Créneau et Triangulaire filtrés par un passe-bande peu sélectif

Créneau et Triangulaire filtrés par un passe-bande sélectif



Caractère dérivateur d’un filtre

Caractère intégrateur d’un filtre


