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Théorème de Green-Ostrogradski

Le flux sortant d’un champ vectoriel
−→
A à travers une surface fermée Σ

est égal à l’intégrale, sur le volume V délimité par Σ, de sa divergence,
si
−→
A est continu dans V :

!

Σ

−→
A (P) ·d−→S =

"

V
div

−→
A (M)dτ .

➤ Il est remarquable de noter que l’intégrale triple, qui fait intervenir les valeurs de
−→
A (M) en tout point

M ∈ V, peut être calculée par une intégrale double ne faisant intervenir que les valeurs de
−→
A (M) sur la

surface Σ.

Champ à flux conservatif
D’après le théorème de Green-Ostrogradski,

!

Σ

−→
A (P) ·d−→S = 0 ⇐⇒ div

−→
A = 0 .

➤ Tout champ à divergence identiquement nulle est à flux conservatif.

L’opérateur rotationnel

Définition
Soient

−→
A (M) un champ vectoriel, et dΓ un contour élémentaire entou-

rant le point M. Si dS est une surface élémentaire s’appuyant sur dΓ, le
flux du rotationnel du champ vectoriel

−→
A (M) à travers dS est égal à la

circulation élémentaire dC de
−→
A le long de dΓ :

dC=−→
rot

−→
A (M) ·d−→S .

Composantes

Cartésiennes : −→rot
−→
A =

(
∂Az

∂y
−
∂Ay

∂z

)
−→e x +

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
−→e y +

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
−→e z .

Cylindriques : −→
rot

−→
A =

(
1
r
∂Az

∂θ
− ∂Aθ

∂z

)
−→e r +

(
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)
−→e θ+

1
r

(
∂(rAθ)
∂r

− ∂Ar

∂θ

)
−→e z .

Sphériques : −→
rot

−→
A = 1

r sinθ

(
∂(sinθAϕ)

∂θ
− ∂Aθ

∂ϕ

)
−→e r +

1
r

(
1

sinθ

∂Ar

∂ϕ
−
∂(rAϕ)

∂r

)
−→e θ+

1
r

(
∂(rAθ)
∂r

− ∂Ar

∂θ

)
−→e ϕ.

Propriétés
➤ L’opérateur rotationnel s’applique à un champ vectoriel qu’il transforme en un champ vectoriel.
➤ Cet opérateur est linéaire.

Interprétation physique
Un champ de vecteurs dont le rotationnel est non nul en un point (( effectue une rotation )) autour de ce
point, puisque sa circulation sur tout contour associé au point est non nulle.
Le rotationnel renseigne sur le caractère (( tourbillonnaire )) du champ.
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8 Analyse vectorielle — Étude des champs

Théorème de Stokes-Ampère

La circulation d’un champ vectoriel
−→
A le long d’un contour fermé Γ est

égale au flux de son rotationnel à travers toute surface Σ s’appuyant sur
ce contour, si

−→
A est continu sur Σ :

∮

Γ

−→
A (P) ·d−→P =

&

Σ

−→
rot

−→
A (Q) ·d−→S .

➤ Il est remarquable de noter que l’intégrale double, qui fait intervenir les valeurs de
−→
A (M) en tout point

M ∈ Σ, peut être calculée par une intégrale simple ne faisant intervenir que les valeurs de
−→
A (M) sur le

contour Γ.

Champ à circulation conservative
D’après le théorème de Stokes-Ampère,

∮

Γ

−→
A (P) ·d−→P = 0 ⇐⇒ −→

rot
−→
A =−→

0 .

➤ Tout champ à rotationnel identiquement nul est à circulation conservative.

Le laplacien

Définition
Soit G(M) un champ scalaire ; la définition intrinsèque du laplacien est

∆G = div(
−−−→
gradG) .

Propriétés
➤ Le laplacien transforme un champ scalaire en un autre champ scalaire.

➤ Cet opérateur est linéaire.

Composantes

Coordonnées cartésiennes : ∆G = ∂2G
∂x2 + ∂2G

∂y2 + ∂2G
∂z2 .

Coordonnées cylindriques : ∆G = ∂2G
∂r 2 + 1

r
∂G
∂r

+ 1
r 2

∂2G
∂θ2 + ∂2G

∂z2 .

On remarque que
∂2G
∂r 2 + 1

r
∂G
∂r

= 1
r
∂

∂r

(
r
∂G
∂r

)
.

Coordonnées sphériques : ∆G = ∂2G

∂r 22 + 2
r
∂G
∂r

+ 1
r 2 sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂G
∂θ

)
+ 1

r 2 sin2θ

∂2G
∂ϕ2 .

On remarque que
∂2G

∂r 22 + 2
r
∂G
∂r

= 1
r 2

∂

∂r

(
r 2∂G

∂r

)
= 1

r
∂2(rG)
∂r 2 .
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Les systèmes de coordonnées

Coordonnées cartésiennes

Un point est défini par ses trois coordonnées x, y
et z : M(x,y,z).
Vecteur position :

−−→
OM = x−→e x + y−→e y + z−→e z .

Déplacement élémentaire 2 :

d
−→
l = dx−→e x +dy−→e y +dz−→e z .

Volume élémentaire :

dτ= dx dy dy .
x

y

z

O
−→e x

−→e z −→e y

M

x

y

z

Coordonnées cylindriques

Un point est défini par ses trois coordonnées r , θ
et z : M(r,θ,z).
Vecteur position :

−−→
OM = r−→e r + z−→e z .

Déplacement élémentaire 3 :

d
−→
l = dr−→e r + r dθ−→e θ+dz−→e z .

Volume élémentaire :

dτ= r dr dθdz .

O

−→e z

−→e z

−→e r

−→e θ

−→e r

−→e θ

θ

r

r

M

z

Coordonnées sphériques

Un point est défini par ses trois coordonnées r , θ
et ϕ : M(r,θ,ϕ).
Vecteur position :

−−→
OM = r−→e r .

Déplacement élémentaire 4 :

d
−→
l = dr−→e r + r dθ−→e θ+ r sinθdϕ−→e ϕ .

Volume élémentaire :

dτ= r 2 sinθdr dθdz .

O

−→e r
−→e ϕ

−→e θ

ϕ

θ
r

M

P

2. d
−→
l =−−−→

MM ′, où M ′(x +dx,y +dy,z +dz).

3. d
−→
l =−−−→

MM ′, où M ′(r +dr,θ+dθ,z +dz).

4. d
−→
l =−−−→

MM ′, où M ′(r +dr,θ+dθ,ϕ+dϕ).
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4 Analyse vectorielle — Étude des champs

Champ d’une grandeur
Le champ d’une grandeur g dans un domaineD de l’espace à un ins-
tant t est défini par la donnée de g (M,t ) en tout point M deD.

Champ scalaire : Défini par le scalaire G(M,t ) en tout point.
Exemples : champ de température, champ de pression, champ de potentiel électrostatique.

Champ vectoriel : Défini par le vecteur
−→
A (M,t ) en tout point.

Exemples : champ des vitesses d’un solide, champ électrostatique.

➤ Champ uniforme : G(M,t ) = G(t ) ; sa valeur à un instant t donné est la même en tout point.

➤ Champ permanent (ou stationnaire) : G(M,t ) = G(M) ; sa valeur en chaque point ne dépend pas du
temps.

➤ Champ constant : G(M,t ) = G0 ; à la fois uniforme et permanent.

Ligne de champ, tube de champ

Une ligne de champ d’un champ vectoriel
−→
A (M,t ) est une courbe tangente en tout point au champ

−→
A (M,t )

à l’instant t : d
−→
l ∧−→

A (M,t ) =−→
0 .

➤ En coordonnées cartésiennes, cette expression conduit à

dx
Ax (x,y,z,t )

= dy
Ay (x,y,z,t )

= dz
Az (x,y,z,t )

,

que l’on intègre pour déterminer l’équation des lignes de champ.

On appelle tube de champ l’ensemble des lignes de champ s’appuyant sur un contour.

Circulation et flux d’un champ vectoriel

Contour et surface orientés

−→
N

−→
N

Γ

d
−→
S

Σ1

Σ2
Un contour est une courbe fermée. On l’oriente arbitrairement en lui asso-
ciant un sens de parcours. L’orientation du contour définit l’orientation de
toute surface s’appuyant sur Γ 5. Le vecteur surface élémentaire est défini par
d
−→
S = dS

−→
N , où

−→
N est le vecteur normal unitaire à la surface orientée.

➤ Le choix de l’orientation du contour ou de la surface est arbitraire, mais on ne peut pas orienter indé-
pendamment le contour et la surface.

➤ Par convention, on oriente une surface fermée vers l’extérieur (le vecteur
−→
N est dirigé vers l’extérieur

de la surface).

Circulation d’un champ vectoriel

La circulation du champ vectoriel
−→
A (M) d’un point P à un point Q le long d’une courbe orientée Γ est par

définition

CPQ =
∫Q

P

−→
A (M)d

−→
l .

5. Un tire-bouchon dont le manche tourne selon l’orientation du contour Γ avance dans le sens de
−→
N , orientation de la

surface s’appuyant sur le contour.
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Théorème de Green-Ostrogradski

Le flux sortant d’un champ vectoriel
−→
A à travers une surface fermée Σ

est égal à l’intégrale, sur le volume V délimité par Σ, de sa divergence,
si
−→
A est continu dans V :

!

Σ

−→
A (P) ·d−→S =

"

V
div

−→
A (M)dτ .

➤ Il est remarquable de noter que l’intégrale triple, qui fait intervenir les valeurs de
−→
A (M) en tout point

M ∈ V, peut être calculée par une intégrale double ne faisant intervenir que les valeurs de
−→
A (M) sur la

surface Σ.

Champ à flux conservatif
D’après le théorème de Green-Ostrogradski,

!

Σ

−→
A (P) ·d−→S = 0 ⇐⇒ div

−→
A = 0 .

➤ Tout champ à divergence identiquement nulle est à flux conservatif.

L’opérateur rotationnel

Définition
Soient

−→
A (M) un champ vectoriel, et dΓ un contour élémentaire entou-

rant le point M. Si dS est une surface élémentaire s’appuyant sur dΓ, le
flux du rotationnel du champ vectoriel

−→
A (M) à travers dS est égal à la

circulation élémentaire dC de
−→
A le long de dΓ :

dC=−→
rot

−→
A (M) ·d−→S .

Composantes

Cartésiennes : −→rot
−→
A =

(
∂Az

∂y
−
∂Ay

∂z

)
−→e x +

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
−→e y +

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
−→e z .

Cylindriques : −→
rot

−→
A =

(
1
r
∂Az

∂θ
− ∂Aθ

∂z

)
−→e r +

(
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)
−→e θ+

1
r

(
∂(rAθ)
∂r

− ∂Ar

∂θ

)
−→e z .

Sphériques : −→
rot

−→
A = 1

r sinθ

(
∂(sinθAϕ)

∂θ
− ∂Aθ

∂ϕ

)
−→e r +

1
r

(
1

sinθ

∂Ar

∂ϕ
−
∂(rAϕ)

∂r

)
−→e θ+

1
r

(
∂(rAθ)
∂r

− ∂Ar

∂θ

)
−→e ϕ.

Propriétés
➤ L’opérateur rotationnel s’applique à un champ vectoriel qu’il transforme en un champ vectoriel.
➤ Cet opérateur est linéaire.

Interprétation physique
Un champ de vecteurs dont le rotationnel est non nul en un point (( effectue une rotation )) autour de ce
point, puisque sa circulation sur tout contour associé au point est non nulle.
Le rotationnel renseigne sur le caractère (( tourbillonnaire )) du champ.
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8 Analyse vectorielle — Étude des champs

Théorème de Stokes-Ampère

La circulation d’un champ vectoriel
−→
A le long d’un contour fermé Γ est

égale au flux de son rotationnel à travers toute surface Σ s’appuyant sur
ce contour, si

−→
A est continu sur Σ :

∮

Γ

−→
A (P) ·d−→P =

&

Σ

−→
rot

−→
A (Q) ·d−→S .

➤ Il est remarquable de noter que l’intégrale double, qui fait intervenir les valeurs de
−→
A (M) en tout point

M ∈ Σ, peut être calculée par une intégrale simple ne faisant intervenir que les valeurs de
−→
A (M) sur le

contour Γ.

Champ à circulation conservative
D’après le théorème de Stokes-Ampère,

∮

Γ

−→
A (P) ·d−→P = 0 ⇐⇒ −→

rot
−→
A =−→

0 .

➤ Tout champ à rotationnel identiquement nul est à circulation conservative.

Le laplacien

Définition
Soit G(M) un champ scalaire ; la définition intrinsèque du laplacien est

∆G = div(
−−−→
gradG) .

Propriétés
➤ Le laplacien transforme un champ scalaire en un autre champ scalaire.

➤ Cet opérateur est linéaire.

Composantes

Coordonnées cartésiennes : ∆G = ∂2G
∂x2 + ∂2G

∂y2 + ∂2G
∂z2 .

Coordonnées cylindriques : ∆G = ∂2G
∂r 2 + 1

r
∂G
∂r

+ 1
r 2

∂2G
∂θ2 + ∂2G

∂z2 .

On remarque que
∂2G
∂r 2 + 1

r
∂G
∂r

= 1
r
∂

∂r

(
r
∂G
∂r

)
.

Coordonnées sphériques : ∆G = ∂2G

∂r 22 + 2
r
∂G
∂r

+ 1
r 2 sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂G
∂θ

)
+ 1

r 2 sin2θ

∂2G
∂ϕ2 .

On remarque que
∂2G

∂r 22 + 2
r
∂G
∂r

= 1
r 2

∂

∂r

(
r 2∂G

∂r

)
= 1

r
∂2(rG)
∂r 2 .
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Équation de Laplace
L’équation de Laplace est ∆G = 0 .
Les solutions de cette équation, que l’on rencontre fréquemment en physique, sont appelées fonctions
harmoniques.
Contrairement au gradient, au rotationnel et à la divergence, le laplacien n’a pas d’interprétation physique
simple.

Laplacien d’un champ vectoriel

Soit
−→
A un champ vectoriel. Le laplacien vectoriel transforme ce champ de vecteurs en un champ de vec-

teurs.
Son expression, en coordonnées cartésiennes uniquement, est

∆
−→
A =∆Ax

−→e x +∆Ay
−→e y +∆Az

−→e z .

➤ Le laplacien vectoriel est défini de façon intrinsèque par ∆
−→
A =−−−→

grad(div
−→
A )−−→

rot(
−→
rot

−→
A ).

Résultats utiles

Champ à flux conservatif

Le champ vectoriel
−→
A est à flux conservatif si

!

Σ

−→
A (P) ·d−→S = 0 , ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à flux conservatif est qu’il soit un
champ de rotationnel :

div
−→
A = 0 ⇐⇒ ∃−→R ,

−→
A =−→

rot
−→
R .

➤ Le flux d’un champ à flux conservatif est constant à travers toute section d’un tube de champ.

Champ à circulation conservative

Le champ vectoriel
−→
A est à circulation conservative si

∮

Γ

−→
A (P) ·d−→P = 0 ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à circulation conservative est qu’il soit
un champ de gradient :

−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ ∃G ,
−→
A =−−−→

gradG .

Formulaire
Soient a = a(M,T) et b = b(M,t ) deux champs scalaires, et

−→
A = −→

A (M,t ) et
−→
B = −→

B (M,t ) deux champs
vectoriels.
On a les relations :

➤
−−−→
grad(ab) = a

−−−→
grad b +b

−−−→
grada ;

➤ div(a
−→
A ) = a div

−→
A +−−−→

grad a ·−→A ;

➤ div(
−→
A ∧−→

B ) =−−→A ·−→rot
−→
B +−→

B ·−→rot
−→
A ;
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10 Analyse vectorielle — Étude des champs

➤
−→
rot(a

−→
A ) = a

−→
rot

−→
A +

−−−→
grada ∧−→

A ;

➤
−−−→
grad(

−→
A ·−→B ) =−→

A ∧−→
rot

−→
B + (

−→
A ·−−−→grad

−→
B )

−→
B +−→

B ∧−→
rot

−→
A + (

−→
B ·−−−→grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−→
A ∧−→

B ) =−→
A div

−→
B − (

−→
A ·

−−−→
grad)

−→
B −−→

B div
−→
A + (

−→
B ·

−−−→
grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−−−→
grad a) =−→

0 ;

➤ div(
−→
rot

−→
A ) = 0 ;

➤ ∆a = div(
−−−→
grad a) ;

➤
−→
rot(

−→
rot

−→
A ) =−−−→

grad(div
−→
A )−∆

−→
A ;

➤ div
−→
B = 0 ⇐⇒ −→

B =−→
rot

−→
A ;

➤
−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ −→
A =−−−→

grada.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées cylindriques, on a ∆a(r) = 1
r

d
dr

(
r

da
dr

)
. En particulier ∆(ln r) = 0.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées sphériques, on a ∆a(r) = 1
r 2

d
dr

(
r 2 da

dr

)
= 1

r
d2ra
dr 2 .

En particulier ∆
(

1
r

)
= 0.

L’opérateur nabla
L’opérateur nabla 6 peut être un outil mnémotechnique commode pour retrouver les résultats précédents,
mais il est recommandé d’utiliser les notations

−−−→
grad, div et

−→
rot des opérateurs vectoriels.

L’opérateur nabla, noté
−→∇ , est appelé aussi opérateur de dérivation spatiale.

On a
−−−→
gradG =−→∇G ; div

−→
A =−→∇ ·−→A et

−→
rot

−→
A =−→∇ ∧−→

A .

On donne les expressions de l’opérateur nabla dans les différents systèmes de coordonnées :

Coordonnées cartésiennes :
−→∇ = ∂

∂x
−→e x +

∂

∂y
−→e y +

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées cylindriques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées sphériques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

1
r sinθ

∂

∂ϕ
−→e ϕ.

L’opérateur laplacien s’écrit comme le carré scalaire de l’opérateur nabla :

∆=−→∇ ·−→∇ = (
−→∇ )2 .

➥ À l’aide de l’opérateur nabla, on pourra s’entraîner à retrouver les relations du formulaire précédent.

Pour l’oral
Ne pas dire (( grade )), (( dive )) et (( rote )), mais (( gradient )), (( divergence )) et (( rotationnel ))...

6. Du nom d’un instrument de musique antique ayant la forme d’une harpe.
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Équation de Laplace
L’équation de Laplace est ∆G = 0 .
Les solutions de cette équation, que l’on rencontre fréquemment en physique, sont appelées fonctions
harmoniques.
Contrairement au gradient, au rotationnel et à la divergence, le laplacien n’a pas d’interprétation physique
simple.

Laplacien d’un champ vectoriel

Soit
−→
A un champ vectoriel. Le laplacien vectoriel transforme ce champ de vecteurs en un champ de vec-

teurs.
Son expression, en coordonnées cartésiennes uniquement, est

∆
−→
A =∆Ax

−→e x +∆Ay
−→e y +∆Az

−→e z .

➤ Le laplacien vectoriel est défini de façon intrinsèque par ∆
−→
A =−−−→

grad(div
−→
A )−−→

rot(
−→
rot

−→
A ).

Résultats utiles

Champ à flux conservatif

Le champ vectoriel
−→
A est à flux conservatif si

!

Σ

−→
A (P) ·d−→S = 0 , ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à flux conservatif est qu’il soit un
champ de rotationnel :

div
−→
A = 0 ⇐⇒ ∃−→R ,

−→
A =−→

rot
−→
R .

➤ Le flux d’un champ à flux conservatif est constant à travers toute section d’un tube de champ.

Champ à circulation conservative

Le champ vectoriel
−→
A est à circulation conservative si

∮

Γ

−→
A (P) ·d−→P = 0 ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à circulation conservative est qu’il soit
un champ de gradient :

−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ ∃G ,
−→
A =−−−→

gradG .

Formulaire
Soient a = a(M,T) et b = b(M,t ) deux champs scalaires, et

−→
A = −→

A (M,t ) et
−→
B = −→

B (M,t ) deux champs
vectoriels.
On a les relations :

➤
−−−→
grad(ab) = a

−−−→
grad b +b

−−−→
grada ;

➤ div(a
−→
A ) = a div

−→
A +−−−→

grad a ·−→A ;

➤ div(
−→
A ∧−→

B ) =−−→A ·−→rot
−→
B +−→

B ·−→rot
−→
A ;
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➤
−→
rot(a

−→
A ) = a

−→
rot

−→
A +

−−−→
grada ∧−→

A ;

➤
−−−→
grad(

−→
A ·−→B ) =−→

A ∧−→
rot

−→
B + (

−→
A ·−−−→grad

−→
B )

−→
B +−→

B ∧−→
rot

−→
A + (

−→
B ·−−−→grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−→
A ∧−→

B ) =−→
A div

−→
B − (

−→
A ·

−−−→
grad)

−→
B −−→

B div
−→
A + (

−→
B ·

−−−→
grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−−−→
grad a) =−→

0 ;

➤ div(
−→
rot

−→
A ) = 0 ;

➤ ∆a = div(
−−−→
grad a) ;

➤
−→
rot(

−→
rot

−→
A ) =−−−→

grad(div
−→
A )−∆

−→
A ;

➤ div
−→
B = 0 ⇐⇒ −→

B =−→
rot

−→
A ;

➤
−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ −→
A =−−−→

grada.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées cylindriques, on a ∆a(r) = 1
r

d
dr

(
r

da
dr

)
. En particulier ∆(ln r) = 0.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées sphériques, on a ∆a(r) = 1
r 2

d
dr

(
r 2 da

dr

)
= 1

r
d2ra
dr 2 .

En particulier ∆
(

1
r

)
= 0.

L’opérateur nabla
L’opérateur nabla 6 peut être un outil mnémotechnique commode pour retrouver les résultats précédents,
mais il est recommandé d’utiliser les notations

−−−→
grad, div et

−→
rot des opérateurs vectoriels.

L’opérateur nabla, noté
−→∇ , est appelé aussi opérateur de dérivation spatiale.

On a
−−−→
gradG =−→∇G ; div

−→
A =−→∇ ·−→A et

−→
rot

−→
A =−→∇ ∧−→

A .

On donne les expressions de l’opérateur nabla dans les différents systèmes de coordonnées :

Coordonnées cartésiennes :
−→∇ = ∂

∂x
−→e x +

∂

∂y
−→e y +

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées cylindriques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées sphériques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

1
r sinθ

∂

∂ϕ
−→e ϕ.

L’opérateur laplacien s’écrit comme le carré scalaire de l’opérateur nabla :

∆=−→∇ ·−→∇ = (
−→∇ )2 .

➥ À l’aide de l’opérateur nabla, on pourra s’entraîner à retrouver les relations du formulaire précédent.

Pour l’oral
Ne pas dire (( grade )), (( dive )) et (( rote )), mais (( gradient )), (( divergence )) et (( rotationnel ))...

6. Du nom d’un instrument de musique antique ayant la forme d’une harpe.
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Équation de Laplace
L’équation de Laplace est ∆G = 0 .
Les solutions de cette équation, que l’on rencontre fréquemment en physique, sont appelées fonctions
harmoniques.
Contrairement au gradient, au rotationnel et à la divergence, le laplacien n’a pas d’interprétation physique
simple.

Laplacien d’un champ vectoriel

Soit
−→
A un champ vectoriel. Le laplacien vectoriel transforme ce champ de vecteurs en un champ de vec-

teurs.
Son expression, en coordonnées cartésiennes uniquement, est

∆
−→
A =∆Ax

−→e x +∆Ay
−→e y +∆Az

−→e z .

➤ Le laplacien vectoriel est défini de façon intrinsèque par ∆
−→
A =−−−→

grad(div
−→
A )−−→

rot(
−→
rot

−→
A ).

Résultats utiles

Champ à flux conservatif

Le champ vectoriel
−→
A est à flux conservatif si

!

Σ

−→
A (P) ·d−→S = 0 , ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à flux conservatif est qu’il soit un
champ de rotationnel :

div
−→
A = 0 ⇐⇒ ∃−→R ,

−→
A =−→

rot
−→
R .

➤ Le flux d’un champ à flux conservatif est constant à travers toute section d’un tube de champ.

Champ à circulation conservative

Le champ vectoriel
−→
A est à circulation conservative si

∮

Γ

−→
A (P) ·d−→P = 0 ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à circulation conservative est qu’il soit
un champ de gradient :

−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ ∃G ,
−→
A =−−−→

gradG .

Formulaire
Soient a = a(M,T) et b = b(M,t ) deux champs scalaires, et

−→
A = −→

A (M,t ) et
−→
B = −→

B (M,t ) deux champs
vectoriels.
On a les relations :

➤
−−−→
grad(ab) = a

−−−→
grad b +b

−−−→
grada ;

➤ div(a
−→
A ) = a div

−→
A +−−−→

grad a ·−→A ;

➤ div(
−→
A ∧−→

B ) =−−→A ·−→rot
−→
B +−→

B ·−→rot
−→
A ;
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➤
−→
rot(a

−→
A ) = a

−→
rot

−→
A +

−−−→
grada ∧−→

A ;

➤
−−−→
grad(

−→
A ·−→B ) =−→

A ∧−→
rot

−→
B + (

−→
A ·−−−→grad

−→
B )

−→
B +−→

B ∧−→
rot

−→
A + (

−→
B ·−−−→grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−→
A ∧−→

B ) =−→
A div

−→
B − (

−→
A ·

−−−→
grad)

−→
B −−→

B div
−→
A + (

−→
B ·

−−−→
grad)

−→
A ;

➤
−→
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−−−→
grad a) =−→

0 ;

➤ div(
−→
rot

−→
A ) = 0 ;

➤ ∆a = div(
−−−→
grad a) ;

➤
−→
rot(

−→
rot

−→
A ) =−−−→

grad(div
−→
A )−∆
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➤ div
−→
B = 0 ⇐⇒ −→

B =−→
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−→
A ;

➤
−→
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−→
A =−→

0 ⇐⇒ −→
A =−−−→

grada.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées cylindriques, on a ∆a(r) = 1
r

d
dr

(
r

da
dr

)
. En particulier ∆(ln r) = 0.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées sphériques, on a ∆a(r) = 1
r 2

d
dr

(
r 2 da

dr

)
= 1

r
d2ra
dr 2 .

En particulier ∆
(

1
r

)
= 0.

L’opérateur nabla
L’opérateur nabla 6 peut être un outil mnémotechnique commode pour retrouver les résultats précédents,
mais il est recommandé d’utiliser les notations

−−−→
grad, div et

−→
rot des opérateurs vectoriels.

L’opérateur nabla, noté
−→∇ , est appelé aussi opérateur de dérivation spatiale.

On a
−−−→
gradG =−→∇G ; div

−→
A =−→∇ ·−→A et

−→
rot

−→
A =−→∇ ∧−→

A .

On donne les expressions de l’opérateur nabla dans les différents systèmes de coordonnées :

Coordonnées cartésiennes :
−→∇ = ∂

∂x
−→e x +

∂

∂y
−→e y +

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées cylindriques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées sphériques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

1
r sinθ

∂

∂ϕ
−→e ϕ.

L’opérateur laplacien s’écrit comme le carré scalaire de l’opérateur nabla :

∆=−→∇ ·−→∇ = (
−→∇ )2 .

➥ À l’aide de l’opérateur nabla, on pourra s’entraîner à retrouver les relations du formulaire précédent.

Pour l’oral
Ne pas dire (( grade )), (( dive )) et (( rote )), mais (( gradient )), (( divergence )) et (( rotationnel ))...

6. Du nom d’un instrument de musique antique ayant la forme d’une harpe.
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Équation de Laplace
L’équation de Laplace est ∆G = 0 .
Les solutions de cette équation, que l’on rencontre fréquemment en physique, sont appelées fonctions
harmoniques.
Contrairement au gradient, au rotationnel et à la divergence, le laplacien n’a pas d’interprétation physique
simple.

Laplacien d’un champ vectoriel

Soit
−→
A un champ vectoriel. Le laplacien vectoriel transforme ce champ de vecteurs en un champ de vec-

teurs.
Son expression, en coordonnées cartésiennes uniquement, est

∆
−→
A =∆Ax

−→e x +∆Ay
−→e y +∆Az

−→e z .

➤ Le laplacien vectoriel est défini de façon intrinsèque par ∆
−→
A =−−−→

grad(div
−→
A )−−→

rot(
−→
rot

−→
A ).

Résultats utiles

Champ à flux conservatif

Le champ vectoriel
−→
A est à flux conservatif si

!

Σ

−→
A (P) ·d−→S = 0 , ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à flux conservatif est qu’il soit un
champ de rotationnel :

div
−→
A = 0 ⇐⇒ ∃−→R ,

−→
A =−→

rot
−→
R .

➤ Le flux d’un champ à flux conservatif est constant à travers toute section d’un tube de champ.

Champ à circulation conservative

Le champ vectoriel
−→
A est à circulation conservative si

∮

Γ

−→
A (P) ·d−→P = 0 ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à circulation conservative est qu’il soit
un champ de gradient :

−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ ∃G ,
−→
A =−−−→

gradG .

Formulaire
Soient a = a(M,T) et b = b(M,t ) deux champs scalaires, et

−→
A = −→

A (M,t ) et
−→
B = −→

B (M,t ) deux champs
vectoriels.
On a les relations :

➤
−−−→
grad(ab) = a

−−−→
grad b +b

−−−→
grada ;

➤ div(a
−→
A ) = a div

−→
A +−−−→

grad a ·−→A ;
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➤
−→
rot(a

−→
A ) = a

−→
rot

−→
A +

−−−→
grada ∧−→

A ;

➤
−−−→
grad(

−→
A ·−→B ) =−→

A ∧−→
rot

−→
B + (

−→
A ·−−−→grad

−→
B )

−→
B +−→

B ∧−→
rot

−→
A + (

−→
B ·−−−→grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−→
A ∧−→

B ) =−→
A div

−→
B − (

−→
A ·

−−−→
grad)

−→
B −−→

B div
−→
A + (

−→
B ·

−−−→
grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−−−→
grad a) =−→

0 ;

➤ div(
−→
rot

−→
A ) = 0 ;

➤ ∆a = div(
−−−→
grad a) ;

➤
−→
rot(

−→
rot

−→
A ) =−−−→

grad(div
−→
A )−∆

−→
A ;

➤ div
−→
B = 0 ⇐⇒ −→

B =−→
rot

−→
A ;

➤
−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ −→
A =−−−→

grada.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées cylindriques, on a ∆a(r) = 1
r

d
dr

(
r

da
dr

)
. En particulier ∆(ln r) = 0.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées sphériques, on a ∆a(r) = 1
r 2

d
dr

(
r 2 da

dr

)
= 1

r
d2ra
dr 2 .

En particulier ∆
(

1
r

)
= 0.

L’opérateur nabla
L’opérateur nabla 6 peut être un outil mnémotechnique commode pour retrouver les résultats précédents,
mais il est recommandé d’utiliser les notations

−−−→
grad, div et

−→
rot des opérateurs vectoriels.

L’opérateur nabla, noté
−→∇ , est appelé aussi opérateur de dérivation spatiale.

On a
−−−→
gradG =−→∇G ; div

−→
A =−→∇ ·−→A et

−→
rot

−→
A =−→∇ ∧−→

A .

On donne les expressions de l’opérateur nabla dans les différents systèmes de coordonnées :

Coordonnées cartésiennes :
−→∇ = ∂

∂x
−→e x +

∂

∂y
−→e y +

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées cylindriques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées sphériques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

1
r sinθ

∂

∂ϕ
−→e ϕ.

L’opérateur laplacien s’écrit comme le carré scalaire de l’opérateur nabla :

∆=−→∇ ·−→∇ = (
−→∇ )2 .

➥ À l’aide de l’opérateur nabla, on pourra s’entraîner à retrouver les relations du formulaire précédent.

Pour l’oral
Ne pas dire (( grade )), (( dive )) et (( rote )), mais (( gradient )), (( divergence )) et (( rotationnel ))...

6. Du nom d’un instrument de musique antique ayant la forme d’une harpe.
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Équation de Laplace
L’équation de Laplace est ∆G = 0 .
Les solutions de cette équation, que l’on rencontre fréquemment en physique, sont appelées fonctions
harmoniques.
Contrairement au gradient, au rotationnel et à la divergence, le laplacien n’a pas d’interprétation physique
simple.

Laplacien d’un champ vectoriel

Soit
−→
A un champ vectoriel. Le laplacien vectoriel transforme ce champ de vecteurs en un champ de vec-

teurs.
Son expression, en coordonnées cartésiennes uniquement, est

∆
−→
A =∆Ax

−→e x +∆Ay
−→e y +∆Az

−→e z .

➤ Le laplacien vectoriel est défini de façon intrinsèque par ∆
−→
A =−−−→

grad(div
−→
A )−−→

rot(
−→
rot

−→
A ).

Résultats utiles

Champ à flux conservatif

Le champ vectoriel
−→
A est à flux conservatif si

!

Σ

−→
A (P) ·d−→S = 0 , ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à flux conservatif est qu’il soit un
champ de rotationnel :

div
−→
A = 0 ⇐⇒ ∃−→R ,

−→
A =−→

rot
−→
R .

➤ Le flux d’un champ à flux conservatif est constant à travers toute section d’un tube de champ.

Champ à circulation conservative

Le champ vectoriel
−→
A est à circulation conservative si

∮

Γ

−→
A (P) ·d−→P = 0 ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à circulation conservative est qu’il soit
un champ de gradient :

−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ ∃G ,
−→
A =−−−→

gradG .

Formulaire
Soient a = a(M,T) et b = b(M,t ) deux champs scalaires, et

−→
A = −→

A (M,t ) et
−→
B = −→

B (M,t ) deux champs
vectoriels.
On a les relations :

➤
−−−→
grad(ab) = a

−−−→
grad b +b

−−−→
grada ;

➤ div(a
−→
A ) = a div

−→
A +−−−→

grad a ·−→A ;
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➤
−→
rot(a

−→
A ) = a

−→
rot

−→
A +

−−−→
grada ∧−→

A ;

➤
−−−→
grad(

−→
A ·−→B ) =−→

A ∧−→
rot

−→
B + (

−→
A ·−−−→grad

−→
B )

−→
B +−→

B ∧−→
rot

−→
A + (

−→
B ·−−−→grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−→
A ∧−→

B ) =−→
A div

−→
B − (

−→
A ·

−−−→
grad)

−→
B −−→

B div
−→
A + (

−→
B ·

−−−→
grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−−−→
grad a) =−→

0 ;

➤ div(
−→
rot

−→
A ) = 0 ;

➤ ∆a = div(
−−−→
grad a) ;

➤
−→
rot(

−→
rot

−→
A ) =−−−→

grad(div
−→
A )−∆

−→
A ;

➤ div
−→
B = 0 ⇐⇒ −→

B =−→
rot

−→
A ;

➤
−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ −→
A =−−−→

grada.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées cylindriques, on a ∆a(r) = 1
r

d
dr

(
r

da
dr

)
. En particulier ∆(ln r) = 0.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées sphériques, on a ∆a(r) = 1
r 2

d
dr

(
r 2 da

dr

)
= 1

r
d2ra
dr 2 .

En particulier ∆
(

1
r

)
= 0.

L’opérateur nabla
L’opérateur nabla 6 peut être un outil mnémotechnique commode pour retrouver les résultats précédents,
mais il est recommandé d’utiliser les notations

−−−→
grad, div et

−→
rot des opérateurs vectoriels.

L’opérateur nabla, noté
−→∇ , est appelé aussi opérateur de dérivation spatiale.

On a
−−−→
gradG =−→∇G ; div

−→
A =−→∇ ·−→A et

−→
rot

−→
A =−→∇ ∧−→

A .

On donne les expressions de l’opérateur nabla dans les différents systèmes de coordonnées :

Coordonnées cartésiennes :
−→∇ = ∂

∂x
−→e x +

∂

∂y
−→e y +

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées cylindriques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées sphériques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

1
r sinθ

∂

∂ϕ
−→e ϕ.

L’opérateur laplacien s’écrit comme le carré scalaire de l’opérateur nabla :

∆=−→∇ ·−→∇ = (
−→∇ )2 .

➥ À l’aide de l’opérateur nabla, on pourra s’entraîner à retrouver les relations du formulaire précédent.

Pour l’oral
Ne pas dire (( grade )), (( dive )) et (( rote )), mais (( gradient )), (( divergence )) et (( rotationnel ))...

6. Du nom d’un instrument de musique antique ayant la forme d’une harpe.
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Équation de Laplace
L’équation de Laplace est ∆G = 0 .
Les solutions de cette équation, que l’on rencontre fréquemment en physique, sont appelées fonctions
harmoniques.
Contrairement au gradient, au rotationnel et à la divergence, le laplacien n’a pas d’interprétation physique
simple.

Laplacien d’un champ vectoriel

Soit
−→
A un champ vectoriel. Le laplacien vectoriel transforme ce champ de vecteurs en un champ de vec-

teurs.
Son expression, en coordonnées cartésiennes uniquement, est

∆
−→
A =∆Ax

−→e x +∆Ay
−→e y +∆Az

−→e z .

➤ Le laplacien vectoriel est défini de façon intrinsèque par ∆
−→
A =−−−→

grad(div
−→
A )−−→

rot(
−→
rot

−→
A ).

Résultats utiles

Champ à flux conservatif

Le champ vectoriel
−→
A est à flux conservatif si

!

Σ

−→
A (P) ·d−→S = 0 , ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à flux conservatif est qu’il soit un
champ de rotationnel :

div
−→
A = 0 ⇐⇒ ∃−→R ,

−→
A =−→

rot
−→
R .

➤ Le flux d’un champ à flux conservatif est constant à travers toute section d’un tube de champ.

Champ à circulation conservative

Le champ vectoriel
−→
A est à circulation conservative si

∮

Γ

−→
A (P) ·d−→P = 0 ∀Γ .

➤ Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ soit à circulation conservative est qu’il soit
un champ de gradient :

−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ ∃G ,
−→
A =−−−→

gradG .

Formulaire
Soient a = a(M,T) et b = b(M,t ) deux champs scalaires, et

−→
A = −→

A (M,t ) et
−→
B = −→

B (M,t ) deux champs
vectoriels.
On a les relations :

➤
−−−→
grad(ab) = a

−−−→
grad b +b

−−−→
grada ;

➤ div(a
−→
A ) = a div

−→
A +−−−→

grad a ·−→A ;

➤ div(
−→
A ∧−→

B ) =−−→A ·−→rot
−→
B +−→

B ·−→rot
−→
A ;
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➤
−→
rot(a

−→
A ) = a

−→
rot

−→
A +

−−−→
grada ∧−→

A ;

➤
−−−→
grad(

−→
A ·−→B ) =−→

A ∧−→
rot

−→
B + (

−→
A ·−−−→grad

−→
B )

−→
B +−→

B ∧−→
rot

−→
A + (

−→
B ·−−−→grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−→
A ∧−→

B ) =−→
A div

−→
B − (

−→
A ·

−−−→
grad)

−→
B −−→

B div
−→
A + (

−→
B ·

−−−→
grad)

−→
A ;

➤
−→
rot(

−−−→
grad a) =−→

0 ;

➤ div(
−→
rot

−→
A ) = 0 ;

➤ ∆a = div(
−−−→
grad a) ;

➤
−→
rot(

−→
rot

−→
A ) =−−−→

grad(div
−→
A )−∆

−→
A ;

➤ div
−→
B = 0 ⇐⇒ −→

B =−→
rot

−→
A ;

➤
−→
rot

−→
A =−→

0 ⇐⇒ −→
A =−−−→

grada.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées cylindriques, on a ∆a(r) = 1
r

d
dr

(
r

da
dr

)
. En particulier ∆(ln r) = 0.

➤ Si a(M) = a(r) en coordonnées sphériques, on a ∆a(r) = 1
r 2

d
dr

(
r 2 da

dr

)
= 1

r
d2ra
dr 2 .

En particulier ∆
(

1
r

)
= 0.

L’opérateur nabla
L’opérateur nabla 6 peut être un outil mnémotechnique commode pour retrouver les résultats précédents,
mais il est recommandé d’utiliser les notations

−−−→
grad, div et

−→
rot des opérateurs vectoriels.

L’opérateur nabla, noté
−→∇ , est appelé aussi opérateur de dérivation spatiale.

On a
−−−→
gradG =−→∇G ; div

−→
A =−→∇ ·−→A et

−→
rot

−→
A =−→∇ ∧−→

A .

On donne les expressions de l’opérateur nabla dans les différents systèmes de coordonnées :

Coordonnées cartésiennes :
−→∇ = ∂

∂x
−→e x +

∂

∂y
−→e y +

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées cylindriques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

∂

∂z
−→e z .

Coordonnées sphériques :
−→∇ = ∂

∂r
−→e r +

1
r

∂

∂θ
−→e θ+

1
r sinθ

∂

∂ϕ
−→e ϕ.

L’opérateur laplacien s’écrit comme le carré scalaire de l’opérateur nabla :

∆=−→∇ ·−→∇ = (
−→∇ )2 .

➥ À l’aide de l’opérateur nabla, on pourra s’entraîner à retrouver les relations du formulaire précédent.

Pour l’oral
Ne pas dire (( grade )), (( dive )) et (( rote )), mais (( gradient )), (( divergence )) et (( rotationnel ))...

6. Du nom d’un instrument de musique antique ayant la forme d’une harpe.
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