L’'ESSENTIEL SUR LE ROTATIONNEL

Contour et surface orientés

=

2
Un contour est une courbe fermée. On l'oriente arbitrairement en lui asso-
ciant un sens de parcours. Lorientation du contour définit 1'orientation de

toute surface s’appuyant sur I'°. Le vecteur surface élémentaire est défini par @ T
dS =dSN, o1 N est le vecteur normal unitaire a la surface orientée.

» Le choix de l'orientation du contour ou de la surface est arbitraire, mais on ne peut pas orienter indé-
pendamment le contour et la surface.

» Par convention, on oriente une surface fermée vers 'extérieur (le vecteur N est dirigé vers I'extérieur
de la surface).

Circulation d’un champ vectoriel

La circulation du champ vectoriel Z(M) d’un point P a un point Qle long d'une courbe orientée I' est par
définition 0
Cpo= f AMdl .
p

5. Un tire-bouchon dont le manche tourne selon I'orientation du contour I' avance dans le sens de N, orientation de la
surface s’appuyant sur le contour.

L’opérateur rotationnel

Définition
Soient Z (M) un champ vectoriel, et dT' un contour élémentaire entou-
rant le point M. Si dS est une surface élémentaire s’appuyant sur dI’, le
flux du rotationnel du champ vectoriel A (M) a travers dS est égal a la
circulation élémentaire dC de A lelongde dI:
dC=rot A(M)-dS |.
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Propriétés

>» Lopérateur rotationnel s’applique a un champ vectoriel qu’il transforme en un champ vectoriel.
» Cet opérateur est linéaire.

Interprétation physique

Un champ de vecteurs dont le rotationnel est non nul en un point « effectue une rotation » autour de ce
point, puisque sa circulation sur tout contour associé au point est non nulle.
Le rotationnel renseigne sur le caractere « tourbillonnaire » du champ.



Théoréme de Stokes-Ampeére

La circulation d'un champ vectoriel A le long d'un contour ferméI" est
égale au flux de son rotationnel a travers toute surface X s’appuyant sur

ce contour, si A est continu sur X:

fz(p).dﬁszrotz(@.d? .
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» Il est remarquable de noter que I'intégrale double, qui fait intervenir les valeurs de A(M) en tout point

M € Z, peut étre calculée par une intégrale simple ne faisant intervenir que les valeurs de A (M) sur le
contour I'.

Champ a circulation conservative

D’apres le théoreme de Stokes-Ampere,
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fZ(P)-d?:O e 10tA=0|
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» Tout champ a rotationnel identiquement nul est a circulation conservative.
Champ a flux conservatif

Le champ vectoriel A est a flux conservatif si # Z(P) .dS=0 , VI.
b3

» Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un champ soit a flux conservatif est qu’il soit un
champ de rotationnel :
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divA=0 < 3R, A=rot R|.

» Le flux d'un champ a flux conservatif est constant a travers toute section d’'un tube de champ.

Champ a circulation conservative

Le champ vectoriel Z est a circulation conservative si jg Z(P) -d? =0 VI.
T

» Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un champ soit a circulation conservative est qu’il soit
un champ de gradient:

—

rotz_ﬁfza — 3G,Z=gradG.

Formulaire

Soient a = a(M,T) et b = b(M,t) deux champs scalaires, et A= Z(M, et B = E(M, t) deux champs
vectoriels.
On ales relations:

)@(ub) = agTacib+ baia;

» div(a A) = adiv A +grada- A ; » rot(grada) = 0 ; » divB=0 <> B=T0t A;
» div(AAB)=—A-tot B+ B-Tot A ; » div(rot A) =0; > 1ot A=0 < A=grad

>rT>t(aZ) = athZ+gradaAZ;

> ﬁ(z A §) = Zdivﬁ — (z_ﬁf-grad)ﬁ> — §divz + (E-grad)z;



