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A. Etude d’un circuit électrique :

1. Le passage de la notation réelle à la notation complexe donne :

e(t) = E
√

2ejωt

et
i(t) = I

√
2ej(ωt+ψ)

2. On doit calculer la valeur efficace de u(t) = Um cos (ωt + ϕ) soit

ueff =

√

1

T

∫ t0+T

t0

U2
m cos2 (ωt + ϕ) dt =

√

U2
m

T

∫ t0+T

t0

1 + cos (2ωt + 2ϕ)

2
dt

En utilisant la relation entre la période T et la pulsation ω à savoir ω =
2π

T
, on en déduit

ueff =

√

U2
m

T

(

T

2
+ 0

)

=
Um√

2

On a donc bien la relation proposée avec

α =
1
√

2

On mesure une tension efficace à l’aide d’un multimètre en mode alternatif.
3. Les impédances complexes de la bobine, du résistor et du condensateur sont respectivement

ZL = r + jLω

ZR = R

et
ZC =

1

jCω

4. A hautes fréquences, la pulsation ω tend vers l’infini donc le module de l’impédance complexe
de la bobine tend vers l’infini, ce qui impose au courant qui la parcourt d’être nul pour que la
tension à ses bornes reste finie. La bobine se comporte comme un interrupteur ouvert.
Pour le condensateur, le module de l’impédance tend vers 0 ainsi que la tension à ses bornes. Il
se comporte comme un fil.
A basses fréquences, la pulsation tend vers 0 donc le module de l’impédance de la bobine tend
vers r : on a le comportement d’une résistance.
Quant au condensateur, le module de l’impédance tend vers l’infini, ce qui impose au courant
qui le parcourt d’être nul : le comportement est celui d’un interrupteur ouvert.
Enfin pour le résistor, il n’y a aucune dépendance avec la fréquence.
De cette étude, on déduit que la tension uc(t) est nulle à hautes fréquences et vaut e(t) à basses
fréquences puisque la nullité du courant impose l’absence de différence de potentiel.

1
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5. Aux bornes du condensateur, la tension complexe s’écrit en appliquant la relation du pont
diviseur de tension :

Uc =
ZC

ZC + ZR + ZL + Rg
e =

e

1 − LCω2 + j (R + r + Rg) Cω

qu’on peut écrire sous la forme
A

1 −
(

ω

ω0

)2

+ j
1

Q

ω

ω0

.

Par identification, on a
ω0 =

1
√

LC
et

A = e

Par ailleurs, on détermineQ par l’égalité (R + r + Rg)C =
1

Qω0
soit

Q =
1

R + r + Rg

√

L

C

6. En prenant le module de Uc et en divisant par
√

2 pour obtenir la valeur efficace, on obtient

Uce =
E

√

√

√

√

(

1 −
(

ω

ω0

)2
)2

+

(

ω

Qω0

)2

7. En posant x =
ω

ω0
, on en déduit Uce =

E
√

(1 − x2)2 +

(

x

Q

)2
.

Pour établir le passage par un maximum, on étudie la fonction

f(x) =
(

1 − x2
)2

+

(

x

Q

)2

dont la dérivée est
f ′(x) = 2x

(

1

Q2
− 2 + 2x2

)

Cette dérivée s’annule pour x = 0 ainsi que pour x tel que 2x2 = 2 −
1

Q2
si 2 −

1

Q2
> 0

soit Q >
1
√

2
. La valeur de x correspondante est xr =

√

1 −
1

2Q2
. On note que la dérivée est

positive pour x > xr et négative pour 0 < x < xr. Par conséquent, on a un minimum de f en
xr et comme la fonction inverse de la racine carrée est strictement décroissante, on en déduit
que Uce passe par un maximum pour

xr =

√

1 −
1

2Q2

si
Q > Qmin =

1
√

2

On en déduit la pulsation de résonance aux bornes du condensateur

ωr = ω0

√

1 −
1

2Q2
< ω0
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8. En reportant la valeur ω = ω0 dans l’expression de Uce, on obtient

Uce(ω0) =
E

√

1

Q2

= QE

9. On en déduit l’allure de Uce(ω) pourQ = 0, 1,Q = 1 et Q = 10 :

Uce(ω)

ω

E

Q=10

Q=1, 0

Q=0, 10

10. L’impédance complexe du circuit est Z = Rg + R + r + jLω +
1

jCω
.

On peut l’écrire sous la forme

Z = R0

(

1 + jQ

(

ω

ω0
−
ω0

ω

))

avec
R0 = Rg + R + r

11. L’intensité complexe s’écrit I =
e

Z
=

e

R0

(

1 + jQ

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)) .

12. L’intensité efficace est Ie =
E

R0

√

1 + Q2

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)

. On en déduit A′ =
E

R0
et B = Q.

Pour la nécessité d’une autre série de mesures, deux possibilités de réponse suivant ce qu’on
suppose être la réponse attendue :
(a) soit on se dit que l’image du courant est donnée par la tension aux bornes du résistor

et il est nécessaire d’inverser la position du condensateur et du résistor pour effectuer la
mesure de la valeur efficace au multimètre (expérimentalement la bande passante usuelle
des multimètres de l’ordre de quelques dizaines de kHz peut rendre la mesure difficile,
il est souvent préférable d’utiliser l’oscilloscope dont la bande passante dépasse usuelle-
ment le MHz et les oscilloscopes actuels fournissent la valeur efficace dans les menus de
mesure),

(b) soit on part du principe que l’intensité est égale à la dérivée de la tension uc au facteur C
près et il suffit alors de multiplier Uce par ω pour déduire des mesures des valeurs efficaces
de uc la courbe Ie(ω).

13. Pour montrer que Ie(ω) passe par un maximum et ainsi prouver le phénomène de résonance
en intensité, on peut étudier les variations de la fonction de ω définie par Ie(ω) ou celles de
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f(ω) = 1 + Q

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)2

. Pour ce faire, on peut envisager de calculer la dérivée ou bien

remarquer que pour toute valeur de ω, f(ω) ≥ 1 et qu’on a le cas d’égalité pour ω = ω0. On en
déduit que f(ω) passe par un minimum pour ω = ω′

r = ω0. Comme la fonction racine carrée
est strictement croissante et la fonction inverse strictement décroissante, la fonction

1
√

f(ω)
présente les variations inverses à savoir qu’elle passe par un maximum en ω′

r.

Comme Ie(ω) =
A′

√

1 +

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)2
=

A′

√

f(ω)
, on a ainsi prouvé l’existence de la résonance

en intensité pour ω′

r.

Le maximum obtenu est Imax = Ie(ω′

r) = A′ =
E

R0
.

14. On détermine la bande passante dont la définition est rappelée dans l’énoncé en résolvant
A′

1 + B2

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)2 ≥
A′

√
2
soit

1 + B2

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)2

≤ 2

qu’on peut écrire
(

Qω2 − ω0ω − Qω2
0

) (

Qω2 + ω0ω − Qω2
0

)

≤ 0

en utilisant le fait que B = Q.
L’étude du signe de la première parenthèse conduit à résoudre l’équationQω2−ω0ω−Qω2

0 = 0
pour en obtenir les racines. Son discriminant vaut ∆ = ω2

0 + 4Q2ω2
0 > 0 et les racines sont

ω1 = ω0
1 +

√

1 + 4Q2

2Q
> 0 et ω′

1 = ω0
1 −

√

1 + 4Q2

2Q
< 0. La valeur prise par le trinôme

pour ω = 0, valeur comprise entre les deux racines du trinôme, est −Qω2
0 < 0 : le trinôme

est donc négatif entre les racines soit en tenant compte du fait que les pulsations sont toujours
positives pour ω ≤ ω1.
L’étude du signe de la première parenthèse conduit à résoudre l’équationQω2+ω0ω−Qω2

0 = 0
pour en obtenir les racines. Son discriminant vaut ∆ = ω2

0 + 4Q2ω2
0 > 0 et les racines sont

ω2 = ω0
−1 +

√

1 + 4Q2

2Q
> 0 et ω′

2 = ω0
−1 −

√

1 + 4Q2

2Q
< 0. La valeur prise par le

trinôme pour ω = 0, valeur comprise entre les deux racines du trinôme, est −Qω2
0 < 0 : le

trinôme est donc négatif entre les racines soit en tenant compte du fait que les pulsations sont
toujours positives pour ω ≤ ω2.
Le produit des deux parenthèses est donc négatif entre ω2 et ω1 (en remarquant que ω2 < ω1).
Par conséquent, la bande passante est donnée par

∆ω = ω1 − ω2 =
ω0

Q

15. La courbe (1) en traits pleins correspond à Uce tandis que la courbe (2) en traits pointillés
mixtes donne l’évolution de l’intensité I . On peut le justifier soit par l’étude des limites à
basses fréquences : l’intensité s’annule aux basses fréquences, ce qui n’est pas le cas de Uce

soit par la fréquence de résonance qui est plus faible pourUce que pour I d’après la question 7.
16. A basses fréquences Uce = E soit

E = 5, 0 V

La fréquence propre est obtenue à la résonance en intensité donc f0 est lue au maximum de la
courbe (2) soit

f0 = 1, 6 kHz
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On lit
Imax = 9, 0 mA

On en déduit que
Imax√

2
= 6, 4 mA et les fréquences pour lesquelles on a cette valeur de

l’intensité sont
f1 = 2, 1 kHz et f2 = 1, 2 kHz

donc une bande passante∆f = f1 − f2 =
f0

Q
et un facteur de qualité

Q =
f0

∆f
= 1, 8

17. La pulsation propre s’exprime par ω0 =
1

√
LC

donc

L =
1

Cω2
0

=
1

4π2f2
0 C

= 0, 10 H

Par ailleurs, l’expression du facteur de qualitéQ =
1

R0

√

L

C
conduit àR0 =

1

Q

√

L

C
= 553 Ω.

Or R0 = Rg + r + R donc

r = R0 − Rg − R =
1

Q

√

L

C
− Rg − R = 23 Ω

18. Le déphasage ψ s’obtient par ψ = Arg(i) − Arg(e) = −ArgZ = −ψ′ avec tanψ′ =

Q

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)

et cosψ′ du signe de la partie réelle de Z soit 1 donc positif. On en déduit

que ψ′ ∈
[

−
π

2
,
π

2

]

et ψ′ = Arctan

[

Q

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)]

donc

ψ = −Arctan

[

Q

(

ω

ω0
−
ω0

ω

)]

Pour ω = ω0, on a
ψ(ω0) = 0

De même, on a ϕ′ = Arg(uc) − Arg(e) = −ϕ avec tanϕ =

ω

Qω0

1 −
(

ω

ω0

)2 et cosϕ du signe

de 1 −
(

ω

ω0

)2

soit positif pour ω < ω0 et négatif pour ω > ω0. On en déduit

ϕ′ =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

−Arctan

ω

Qω0

1 −
(

ω

ω0

)2 pour ω < ω0

−π − Arctan

ω

Qω0

1 −
(

ω

ω0

)2 pour ω > ω0

En cherchant les limites de l’une ou l’autre des expressions, on obtient

ϕ′(ω0) = −
π

2
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19. Pour accéder à l’intensité à l’oscilloscope, on doit placer la résistance R à la place du conden-
sateur de capacité C de manière à ce que les masses de l’oscilloscope et du générateur soient
communes.

20. La tension aux bornes de la résistanceR estUR = Ri. On obtient par conséquent le même com-
portement pour UR que pour l’intensité et notamment on observe un phénomène de résonance
expliquant l’existence du maximum de la voie Y .

21. On est à la pulsation ω = ω0 soit à la pulsation de résonance en intensité. A cette pulsation, on
n’a donc pas de déphasage entre la tension du générateur et celle aux bornes de la résistance :
l’oscillogramme (a) correspond à observer la tension aux bornes de la résistance sur la voie Y.
On en déduit que l’oscillogramme (b) correspond à observer la tension aux bornes du conden-
sateur sur la voie Y.
Une autre solution consiste à remarquer que le maximum pour la voie Y est plus grand pour
l’oscillogramme (b) et que le plus grand maximum est obtenu aux bornes du condensateur.
Cela concorde avec le résultat précédent.

22. A la pulsation ω0, on est à la résonance en intensité donc l’amplitude de la tension aux bornes

de la résistance vaut UR,max =
RE

R0
donc R0 =

RE

UR,max
.

Or on lit sur les oscillogrammes E
√

2 = 5, 8 V, UR,max

√
2 = 4, 8 V et R = 480 Ω. On en

déduit R0 = 580 Ω et

r′ = R0 − R − Rg =
RE

UR,max
− R − Rg = 50 Ω

On a établi à la question 8 que Uce = QE avec Uce

√
2 = 20 V donc le facteur de qualité vaut

Q =
Uce

E
= 3, 45.

Comme le facteur de qualité peut s’écrireQ =
1

R0

√

L

C
, on a

L′ = CQ2R2
0 = 0, 40 H

Une autre manière d’obtenir la valeur de L′ consiste à partir de l’expression de la pulsation
ω0 =

1
√

L′C
= 2πf0 =

2π

T0
dont on déduit

L′ =
T 2

0

4π2C
= 0, 40 H

car T0 = 1, 25 ms.
23. La tension E étant continue, le régime permanent est un régime continu. Par conséquent, les

dérivées temporelles sont nulles. On en déduit que

i = C
duc

dt
= 0

et
uL = L

di

dt
= 0

On en déduit que
uR = Ri = 0

et par une loi des mailles que e − Rgi = uL + uC + uR soit avec e = E, i = 0, uL = 0 et
uR = 0, on a

uC = E
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24. En appliquant la loi des mailles au circuit uc + Ri + L
di

dt
+ ri = 0 soit avec i = C

duc

dt

uc + (R + r) C
duc

dt
+ LC

d2uc

dt2
= 0

qu’on peut mettre sous la forme

d2uc

dt2
+

R + r

L

duc

dt
+

1

LC
uc = 0

ou
d2uc

dt2
+
ω0

Q′

duc

dt
+ ω2

0uc = 0

Par identification, on obtient
ω0 =

1
√

LC

et
R + r

L
=
ω0

Q′
=

1

Q′

√
LC

soit

Q′ =
1

R + r

√

L

C

25. L’intensité traversant une inductance et la tension aux bornes d’une capacité sont continues.
Compte tenu de l’énoncé, on peut supposer que la réponse attendue est la continuité de l’intensi-
té dans la bobine et de la tension aux bornes du condensateur. On en déduit que uc(0) = E
par continuité aux bornes de la capacité. Par ailleurs, comme i(0) = 0 et qu’on a la relation

i = C
duc

dt
, on a

duc

dt
(0) = 0.

26. La résolution de l’équation différentielle du second ordre à coefficients constants implique

de résoudre l’équation caractéristique α2 +
R + r

L
α +

1

LC
= 0 dont le discriminant vaut

∆ =

(

R + r

L

)2

−
4

LC
. On a un régime pseudo-périodique si ce discriminant est négatif soit

R + r < 2

√

L

C
donc

R < 2

√

L

C
− r

27. Dans ce cas, on a α = −
R + r

2L
± j

√

1

LC
−
(

R + r

2L

)2

soit en posant

ω =

√

1

LC
−
(

R + r

2L

)2

= ω0

√

1 −
(

1

2Q′

)2

et
λ =

R + r

2L
=

ω0

2Q′

on a une solution sous la forme uc = e−λt (A cos(ωt) + B sin(ωt)).

On en déduit
duc

dt
= e−λt ((−λA + Bω) cos(ωt) − (λB + ωA) sin(ωt)).

L’utilisation des conditions initiales conduit à uc(0) = E = A et
duc

dt
(0) = 0 = −λA + Bω

donc
A = E

et
B =

λE

ω
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28. La pseudo-période vaut
T = 1, 29 − 0, 65 = 0, 64 ms

On en déduit la pseudo-pulsation

ω =
2π

T
= 9, 8.103 rad.s−1

En supposant que u1 et u2 désignent les amplitudes de Uc des points S1 et S2 respectivement,
on peut calculer δ = ln

(

eλT
)

= λT donc

δ =
ω0T

2Q′

On en déduit
Q′ =

ω0T

2δ

Par ailleurs, on a T =
2π

ω0

√

1 −
1

4Q′2

et Q′ =
2ω0π

2δω0

√

1 −
1

4Q′2

soit δ =
π

Q′

√

1 −
1

4Q′2

=
2π

√

4Q′2 − 1
.

On en déduit δ2 =
4π2

4Q′2 − 1
et

Q′ =

√

1

4
+
π2

δ2
= 2, 5

Enfin par la relation ω0 =
2Q′δ

T
, on a

ω0 = 104 rad.s−1

29. En principe, il faut Q′ ≫ 1 mais la présence du facteur 4 permet que le résultat soit encore
valable ici.

30. On peut se demander pourquoi on repose la question d’estimer Q′, ce qui a déjà été fait à la
question 28.
On détermine la valeur de L par la relation

L =
1

Cω2
0

= 0, 10 H


