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TD MF2 : Fluides en écoulement

EXERCICE 1 : Lignes de courant

Ci-dessous des lignes de courant ont été représentées a un

nstant t autour d’un obstacle cylindrique. (seul les lignes de

courant dans le demi-plan supérieur ont été représentées)

- figure a : obstacle au repos dans le référentiel d’étude (du
fluide au repos)

- figure b : obstacle en déplacement latéral uniforme de la
droite vers la gauche dans le référentiel d’étude

1- Ala vue de ces instantanés, peut-on qualifier ces

écoulements de laminaires ? turbulents ? stationnaires dans le

référentiel d’étude ?

2- En vérité, ces écoulements sont en régime sensiblement

stationnaire dans le référentiel du cylindre, répondez alors sur

la turbulence et la stationnarité dans le référentiel d’étude.

Pouvez-vous prévorr la trajectoire (dans le référentiel du

cylindre) d’une particule lachée n’importe ou dans cet

écoulement ?

3- Quelle mformation nous manque t-il en comparaison

d’une fine grille de vecteurs vitesses (champ des vitesses) ?

Pourquot des lignes partent-t-elles et aboutissent-elles sur le

cylindre dans la figure (2) ? Lécoulement étant réel et donc

visqueux, dessinez quelques vecteurs vitesse a la surface du

cylindre sur la figure (b).

figure (a)

=
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figure (b)

3 lignes de courant atteignent également la surface du cylindre dans la figure (a) : est-ce compatible avec les conditions aux

Limites a la surface de I'obstacle ?

4- Certaines lignes de courant semblent tourner autour d” axes perpendiculaires au plan des figures (a) et (b). Quelle
caractéristique de I'écoulement est-on tenté d’en déduire ? Peut-on localiser le point ou la zone rotationnelle ?
Pourquoi ne peut-on pas deviner par ces lignes de courant si 'écoulement est incompressible ?

5- En vérité il s’agit bien d’un écoulement
incompressible d’'un fluide de viscosité cinématique V ,
de méme rayon a=10 cm de cylindre et de méme nombre
de Reynolds Re=40.

- qu'en déduire sur les vitesses relatives de déplacement ?

- Le cylindre se déplagait a environ 1 cm/s. Donner la
viscosité cinématique du fluide (huile) utilisé.

- comment repérer les zones de ralentissement et
d’accélération de fluide sur la figure (a) ?

- Ou pensez-vous trouver la pression la plus forte ?

- la force de trainée est-elle proportionnelle a la vitesse ? au
carré de la vitesse ? aucun (ou plutdt un peu) des deux ?

6- Dans le cas de I'écoulement tourbillonnaire ci-contre :
-que semble quantfier le code couleur ?
-montrer que I'écoulement est compressible



EXERCICE 2 : Circulation autour d’un cylindre en rotation

On s’intéresse a 1’écoulement plan d’un fluide parfait :
incompressible autour d’un cylindre solide, de rayon a, de —_—
hauteur infinie et d’axe (Oz). Représenter schématiquement —_—
les lignes de courant d’un tel écoulement en indiquant les - O
points remarquables. Préciser la condition que doit satisfaire e &

——

la vitesse v du fluide sur les parois du cylindre.

On admettra que le potentiel de vitesse, en tout point M

d’un écoulement uniforme d’air, de vitesse vy, en

présence d’un cylindre de rayon a, de hauteur infinie et
2
. a
d’axe Oz, est donné par: @(M)= v(,r(1+—2jcose, r et
r

0 représentent les coordonnées polaires d’un repere

orthogonal a e: centré en O, centre du cylindre. On
rappelle qu’en coordonnées polaires : grad f =——e, + ——¢; .
& &

1. Déterminer les composantes polaires v, et vy du vecteur vitesse. Préciser les points d’arrét.

2. On met maintenant le cylindre en rotation autour de son axe fixe avec une vitesse angu-
laire @ uniforme, dans le sens horaire. Pour tenir compte de ’effet de rotation du cylindre
sur I’écoulement du fluide, on ajoute dans I’expression du potentiel de vitesse une singularité

tourbillonnaire de circulation I'. La circulation du vecteur vitesse v sur une courbe Q est

définie par: I'= J‘;d7 ou d/=dxe.+dye,. Le potentiel de vitesse devient alors :
Q

2
o(M)= L + vor(l + a—,)cose.
2n re

a) Le modéle du fluide parfait permet-il de rendre compte de I’effet de la rotation du cylindre
sur I’écoulement du fluide ? A quelle propriété du fluide doit-on faire appel ? Donner les
nouvelles expressions de v, et vy, ainsi que le module de la vitesse.

: isid T T s o
b) En se plagant aux points particuliers 6 =-2— et 0= —5° donner, en le justifiant avec préci-
sion, le signe de la circulation I"(rappel : le sens de rotation du cylindre est horaire).

c) Donner la condition d’existence de deux points d’arrét sur la surface du cylindre. De cette
condition, déduire ’expression de la circulation I" en fonction de 6,, a et v,. ou 6, est
I’angle géométrique localisant les points d’arrét sur le cylindre.

EXERCICE 3 : Ecoulements particuliers
On s’intéresse ici a deux écoulement stationnaires. <

constant. L'eau se répartit ensuite isotropiquement sur le sol sur une épaisseur e et s’éloigne

N A
|~
De I'eau, supposée incompressible, sort d'un tuyau en O {source) avec un débit volumique Dy, -~ ‘/O" \Tv
radialement de O (vue de dessus sur la figure 31). / 1 \
f .

a) Tracer I'allure des lignes de courant. Faire de méme avec quelques tubes de courant. Cet écou- igure 31
lement est-il rotationnel ?

b) Proposer une expression pour le champ de vitesse v, en supposant que la norme de la vitesse ne dépend que de
I'éloianement a l'axe Oz.

¢) Le fluide modélisé ici est-il parfait ou visqueux ?

On consideére cette fois-ci la modélisation d'un tourbillon gazeux, autour de I'axe Oz. La vitesse est supposée ne
dépendre que de la distance a I'axe Oz, et les particules de fluide ont une trajectoire circulaire.

d) Tracerl allure deslignes de courant. Faire de méme avec quelques tubes de courant. Commentqualifier|'écoulement ?
e) Proposer une expression pour le champ de vitesse 0. On supposera que la circulation de la vitesse sur tout cercle

C d’axe Oz est une constante C : C = fCB . dz.



EXERCICE 4 : Vortex de vidange

On modélise, en coordonnées cylindriques d’axe (Oz), le tourbillon de
vidange d’un lavabo (encore appelé Vortex) par un cceur cylindrique de rayon
a et d’axe (Oz) dans lequel la vitesse est donnée par ;=rwgr_; ou ® estla
vitesse angulaire du fluide. Dans la zone périphérique qui entoure le cceur, le

. ; - C=—
champ des vitesses est de la forme v=—e¢, , ou C est une constante. On
>

rappelle qu’en coordonnées cylindriques, 1’expression du rotationnel est :

— (10v, 0Ovy)\— (Ov, 06v.)— 1( 0 ov, |—
roty=| ——=——> e, +| ————=leg+=| —(rve)—— |e: -
r o0 0z oz Or r\or 00

1. Tracer allure de v en fonction de ». En déduire I’expression de la constante C.

2. Montrer que le vecteur tourbillon n’est non nul que dans une région que I’on precisera.
L exprimer par deux méthodes différentes.

3. On se place dans la zone périphérique du tourbillon. Donner I’allure des lignes de courants
dans un plan orthogonal a (Oz). Montrer que la vitesse dérive d’un potentiel ¢ et donner
Iallure des équipotentielles. Décrire briévement le mouvement d’un bouchon placé a la
surface de I’eau dans cette zone. Le bouchon tourne-t-il sur lui-méme ? Tourne-t-il autour de
I’axe du tourbillon ?

EXERCICE 5 : Torricelli : temps de vidange

Déterminer la durée nécessaire pour vider en totalité un réservoir de grande section S rempli initialement d’eau sur une
hauteur h, la vidange s’effectuant par un petit trou a sa base de section s.
On analysera avec soin les conditions de pertinence des hypotheéses effectuées.

EXERCICE 6 : Dépression par effet Venturi

a) Un capteur destiné & mesurer le débit d’un fluide est consti-
tué d’'un étranglement (Fig. 17). On note S, et S; les sections

au niveau des points A, et Ay situés sur une ligne de courant
moyenne.

[}
o

h Y

Un tube coudé vient se brancher latéralement sur la conduite,
il contient une certaine quantité de mercure (masse volumique
Hpg = 1,36.10% kg.m~3), qui se déplace lorsque le capteur est
parcouru par le fluide.

En régime stationnaire, le dénivelé entre les points B, et B,
situés sur les deux surfaces de mercure est Ah. Figure 17

Le fluide qui traverse le capteur est supposé incompressible, de masse volumique p < Hpg» on le considére parfait.

Appliquer la formule de Bernoulli entre les points A, et A et relier les vitesses v, et v, aladifférence des pressions
P, et P; entre ces points.

=y
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b) On admet que la formule utilisable dans le cadre de la statique des fluides s'applique entre les points Ay et By, ainsi
qu'entre A, et B (trajets perpendiculaires & un écoulement laminaire).

En déduire une relation entre P, P, et Ah.

¢) Que peut-on dire de la répartition des vitesses sur chacune des sections S, et S; ? En déduire une relation entre le
débit volumique et le dénivelé Ah.

d) En pratique, cette loi n’est pas trés bien suivie, pour quelles raisons ?

e) On retient néanmoins la proportionnalité du débit & A h*. Quelle valeur de I'exposant a suggere I'étude idéale ?
Comment obtenir en pratique un capteur exploitable ?



EXERCICE 7: Fluide PARFAIT a un embranchement horizontal puis vertical

Une conduite d’adduction d’eau présente une fourche, afin d’alimenter
deux utilisateurs (Fig. 19) ; on raisonne en régime stationnaire.

Le liquide est admis au point E avec un débit volumique D, I'écoulement
est alors divisé en deux branches conduisant aux points de sortie S, et S.
Le diametre d de chaque portion est identique et on suppose ici qu'il est
possible de négliger tous les phénomenes dissipatifs (viscosité, frottement
pariétal).

A. Adducﬁon hoﬁzontale H.‘lnr() 19

1
On envisage dans un premier temps le dispositif horizontal

a) On note D, et D, les débits au niveau des sorties. Quelle relation les concernant peut-on écrire en régime
stationnaire ?

b) On note vy, vy et v, la vitesse moyenne de I'écoulement en entrée et sur chaque sortie, exprimer ces vitesses.

¢) En considérant que la relation de Bernoulli s’applique, exprimer la pression au niveau du point d’entrée E, sachant
que chacune des sorties se trouve a la pression atmosphérique F,.

B. Prise en compte de dénivelés

La sortie 1 est située a une hauteur h; sous le point E, tandis que la
sortie 2 est située a une hauteur h, au-dessus de E (Fig. 20).

On adopte les valeurs numériques d =4cm, D=2.10"3m3s"1,
h;=5cm h,=3cm, g=9,8ms 2%, P,=105Pa.

a) Effectuer un bilan de débit et en déduire une relation entre les
vitesses v, U; et vy

b) Utiliser la relation de Bernoulli entre I'entrée et chacune des sorties,
et en déduire une nouvelle relation entre les vitesses, faisant intervenir
a, hl et h2.

f igure 20

¢) Déterminer les vitesses de sortie.
d) Comparer les débits.

EXERCICE 8 : Lubrification

Un fluide newtonien est réparti sur une hauteur e entre deux
plaques horizontales trés longues. La plaque du dessous est
immobile et celle du dessus possede la vitesse constante vy,

(Fig. 29).

a) Quelles sont les conditions aux limites vérifiées par Figure 29
|'écoulement ?

b) Proposer la forme la plus simple possible de champ des vitesses vérifiant ces conditions.

¢) Quelle est la composante horizontale de la force exercée par le fluide, par unité de surface, sur la plaque
supérieure ?

Un bloc métallique parallélépipédique, de surface carrée de c6té a = 10 cm et de masse m = 1 kg, est posé sur un
plan incliné d'un angle o = 45° par rapport a I'horizontale. Le plan incliné est lubrifié, c’est-a-dire enduit d'une huile
de viscosité (dynamique) 7. La plaque se met alors en mouvement. On suppose que I'écoulement de I'huile peut
étre modélisé de la méme maniére qu’au début de cet exercice, avec une épaisseur e = 1 mm d’huile. Le champ de
pesanteur est noté g ~ 9,8 m.s2.

d) En déduire I'équation du mouvement du bloc.

e) Aprés un certain temps, la vitesse du bloc se stabilise a la valeur v = 0,5m.s~ 1. Endéduire la viscosité 1 de I'huile.
) Quelle est la durée du régime transitoire ?



EXERCICE 9 : Pertes de charge réguliére et singuliére

Calcul d'une perte de charge réguliére

On s’intéresse a un écoulement d’eau liquide dans une conduite de diameétre
d=32mm (1" = 1 pouce) avec un débit volumique constant D, = 5m3.h~"’ v

(Fig. 9).

On énonce généralement une régle d’'usage simple, dans ce cas particu-
lier : « la perte de charge correspond a 0,1 metre par unité de longueur de -
canalisation ». ¢

On désire confronter cette régle de calcul trés simple a ce que I'utilisation Figure 9
d’une loi plus élaborée permet de prévoir.

vd
a) Déterminer la vitesse moyenne de I'écoulement et en déduire son nombre de Reynolds défini par Re = —u,

avec u =103 kg.m3etn=10"3Pl. n
b) Pour des écoulements dont le nombre de Reynolds est compris entre 2 000 et 10%, la perte de charge peut
étre calculée par la formule de Blasius :

¢ V2
PA = Re~-025 =
A (o} 0,316 e ’p. 5

ol ¢ est la longueur de canalisation.
AP,

Déterminer la perte de charge par unité de longueur de canalisation 7

dans le cas envisagé et vérifier 'ordre
Az

de grandeur proposeé par la régle simple : —TC— =0,1.

c) La régle d’usage convient-elle pour un débit allant de 2m3.h-'a 7m3.h-1?

Perte de charge dans un élargissement

Une conduite cylindrique parcourue par un écoulement incompressible et sta-
tionnaire présente un changement de section (Fig. 10). Le diametre aval est
le double du diamétre amont : d’ = 2d. On ne prend pas en compte les effets
de pesanteur.

a) Lorsqu’on suppose le fluide parfait et les conditions d’application de la
formule de Bernoulli réunies, déterminer la variation de pression P — P’ entre
amont et aval, en fonction de I'énergie cinétique volumique du fluide en amont

2
€cv = H 12‘

Commenter le signe.

b) Une étude plus précise de I'écoulement met en évidence I'existence d’une zone morte (zone de fluide immo-
bile) sur la partie latérale située juste derriére I'élargissement. On montre alors que la différence de pression
entre I'amont et une section située en aval de cette zone s’écrit : P — P’ = uv’(v’ — v) (théoreme de Bélanger).
En déduire, dans le cadre de I'application de cette relation, la nouvelle expression de la différence de pression
P — P’ en fonction de e ,.

c) Quel est I'écart relatif entre les deux résultats ? Commenter.

d) Proposer une expression pour la perte de charge singuliére AP, en fonction de e, ,, dans le cas de I'élar-
gissement de section envisagé ici. Commenter le signe du résultat.

EXERCICE 10 : Systéme artériel : nombre d’artéres et d’artérioles

A la sortie du cceur, 'aorte peut étre considérée comme une conduite cylindrique de rayon a, = 1 cm. Le débit volu-
mique est Dy = 6 L.min~1! et on suppose que I'écoulement peut étre considéré comme stationnaire. La viscosité du
sang est 1} = 4.1073 Pl et sa masse volumique vaut i = 1,0.103 kg.m~3.

a) Quelle est la vitesse v du sang dans 'aorte ? On supposera que le champ des vitesses est uniforme sur une section
droite.

Le sang est évacué du cceur d'abord au niveau de l'aorte, qui se divise ensuite en N, artéres de rayon a,, puis en
N artérioles de rayon a;, = 20 um (Fig. 30). Le débit volumique au travers d'une artére est Dy, , = 2.10"6m3.s~ 1.

Ceeur Aorte Arteres Artérioles

Figure 30
iqure
Figure 5



b) Calculer le nombre N, d’artéres.

c) Faire de méme avec celui N, sachant que la vitesse du sang dans une artériole est v, = 5mm.s~ !,
d) L’écoulement est-il laminaire dans une artériole ?

EXERCICE 11 : Systéme artériel : Perte de charge

Le sang qui est ici assimilé a un fluide incompressible de masse volumique p,

de viscosité dynamique 1 s’écoule dans une artere modélisée par un cylindre

vertical de rayon R et de hauteur A. On se place en régime laminaire

permanent. La vitesse du fluide est de la forme : v=v(r)e,. En z=h la

pression est prise égale a Py eten z=0 elle vaut A +pgh+AP ou AP estla

surpression imposée par le ceeur a la base du cylindre permettant I’écoulement

du fluide malgré la viscosité.

1. Appliquer le théoréme de la résultante cinétique au fluide contenu dans un cylindre de
rayon r inférieur & R et de hauteur 4 sachant que I’on est en régime permanent. Pour fixer le

: - ' : dv g
signe de la force de cisaillement subie par le fluide, on remarquera que P <0, la vitesse
p

étant nulle sur la paroi de I’artére en » = R . En déduire ? puis v(r).
»

2. En déduire le débit massique D, en fonction de AP et des autres données (loi dite de
Poiseuille).

3. a) Calculer AP dans une artére de longueur # = 0,50 m, de rayon R = 4,0 mm ou le debit

massique du sang est D, =5,0-10 “2kg-s'. La masse volumique du sang sera prise égale a

p=1,0-10° kg-m™* et la viscosité dynamique & n=4,0-10 *Pa-s.
b) Le rayon de I’artére est divisé par 2, AP étant donné. Par quel facteur est divis¢ le debit
massique de sang ?

c) Exprimer le nombre de Reynolds R, de I’écoulement en fonction de p, R, AP, n et h. Le
calculer numériquement. L’écoulement est-il plutot laminaire ou turbulent ?

EXERCICE 12 : Turbine d’un Barrage

Lors de la phase de vidange du barrage de Grand” Maison, I’eau s’écoule dans une conduite
forcée reliant le lac de retenue en amont de Grand” Maison a la retenue du Verney en aval. La
conduite a une longueur de 1450 métres. Elle se termine par un coude la ramenant a I’horizontal
pour alimenter une turbine Pelton qui assure la conversion d’une partie de I’énergie potentielle
de ’cau en énergie cinétique de rotation sur I’arbre de la turbine. La conduite a un diametre
constant de 3 métres et se caractérise par une perte de charge Ak exprimée en hauteur d’eau. La

vitesse dans la conduite est v=3,6m-s".

La viscosité dynamique de I’eau dans la conduite est prise égale & n=1,8-107 Pa s, sa masse
volumique est p=1,0-10° kg-m™3. La hauteur de chute est prise égale & H = 922 metres.

1. En utilisant le diagramme de Moody présenté dans la méthode 6, estimer les pertes de charge
réguliére par unité de longueur de conduite sachant que sa rugosité absolue & est de I'ordre
de 1 mm. En déduire la perte de charge totale de la conduite A/ exprimée en hauteur d’eau.

Commenter.



2. Exprimer la perte de charge en hauteur d’eau Ah,,, provoquée par le passage du coude

terminal avant I’entrée dans la turbine Pelton. Le coefficient de perte de charge singuliere
sera pris égal a K = 1,5. Commenter.

3. En un point 4 a la surface de la retenue amont, la vitesse est supposé€e nulle. Exprimer la

. ; 3 B ; '
pression en hauteur d’eau équivalente —£_ au point B cn entrée de la turbine. Application
PEg
numérique.
4. On suppose, pour simplifier, qu’en sortie de la Pelton au point C, la pression est égale a la
pression atmosphérique et la vitesse est négligeable. En considérant que la turbine Pelton a

un rendement de 75 %, quelle est la puissance disponible sur I’arbre de la turbine ?

EXERCICE 13 : Pompage pour une installation horizontale

On veut alimenter en eau avec un débit volumique constant D, un village distant de L = 10 km
dans un plan horizontal, a 1’aide de tuyaux de section circulaire. La loi de Poiseuille
8nD, L

AP = —— donne la perte de charge AP pour I'écoulement d’un fluide de viscosité

dynamique 1 dans une conduite circulaire horizontale de rayon R de longueur L avec un débit

volumique D, .

1. Quelle est le rayon minimal de la canalisation si on veut une perte de charge maximale de
0,10 bar avec un débit volumique D, = 0,10 m’/s sur la longueur L = 10 km ? Pour I’eau a la
température moyenne d’étude, la viscosité dynamique vaut : n= 1,5.103Pa-s.

2. Quelle est la puissance 9 nécessaire fournie par une pompe pour provoquer ce déplacement
et la puissance &, dissipée par les frottements ?

3. Par analogie électrique, on peut assimiler le débit volumique D, a Dintensité. Quelle
grandeur serait I’analogue du potentiel électrique 2 Exprimer la résistance hydraulique de la
conduite R;.. La calculer dans le cas de la question 1. On précisera son unite.

4. Si la canalisation a d’abord un rayon R, sur la longueur L, puis le rayon R, sur la longueur
L, quelle est sa résistance hydraulique totale Ry' ? Le débit étant supposé¢ inchangé D,, que
vaut en fait la nouvelle perte de charge totale AP’ ? R, = 10 cm, L, = 4,0 km, R, = 20 cm,
L,= 6,0 km. Quelle partie de la canalisation contribue le plus a la résistance hydraulique?
Commenter.

5. Si la canalisation est constituée de deux tuyaux identiques en paralléle de rayons R; et de
longueurs L, calculer la résistance hydraulique de I’ensemble Ry". En déduire la perte de
charge totale AP" pour le débit volumique D,. R;= 10 cm. Comparer avec le cas ou on aurait
un seul tuyau de rayon R.

B. De facon générale, pensez-vous qu’il vaut mieux un gros tuyau ou plusieurs petits tuyaux
pour minimiser les pertes ?



